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Theoretische Elektrotechnik I
1. Aufgabenblatt

Aufgabe 1: Nichtlineares RLC-Netzwerk (Klausuraufgabe aus TET I)

Gegeben sei folgendes diskrete Netzwerk nach Bild 1.1a. Es beinhaltet einen Kondensator, dessen
Kapazitit abhiangig ist von der Spannung, die iiber ihn gemessen wird. Seine C(u)-Kennlinie nach
Bild 1.1b weist keine Hysterese auf. Das Netzwerk wird durch eine ideale Stromquelle mit dem Strom
ig(t) erregt, der Strom ij (t) ist die AusgangsgroBe.
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Bild 1.1a: RLC Netzwerk. Bild 1.1b: Kennlinie des Kondensators
C
Es gelte: 2C,R = =, 02C,L = + und k = —.
R 2 302

Der Arbeitspunkt des Netzwerks liegt bei u = Uj,.

a) Welcher Eingangsstrom ig(t) = I, muB fiir diesen Arbeitspunkt eingestellt werden?

b) Wie hingt das Kleinsignalverhalten von i-(t) als Funktion von u(t) im Arbeitspunkt u = U,
ab, d.h. wie lautet i-(u(t)) um den Arbeitspunkt?

c) Stellen Sie die Differentialgleichung fiir das Kleinsignalverhalten des Netzwerks im Arbe-
itspunkt auf. Verwenden Sie dazu das Ergebnis aus 1.2.

d) Wie lauten die Eigenfrequenzen und Eigenfunktionen bei Kleinsignalverhalten im  Arbe-
itspunkt? Vereinfachen Sie sie moglichst weitgehend und geben Sie das Ergebnis in Abhin-
gigkeit von w, an.

Lo

Iy(jw)

e) Wie lautet die Ubertragungsfunktion H(jw) =
Amplitude im Arbeitspunkt.

fir sinusformige Erregungen kleiner

Das Eingangssignal iy(t) enthalte nun zusitzlich eine starke Oberschwingung:

2U U ~ -
ig(t) = —§9+0,IEO(Re{er°t}+m.Re{eﬂwot}).



f) Wie groB ist das Verltiltnis der Oberschwingungsamplitude zur Grundschwingungsamplitude
des Ausgangssignals i; (t)?

g) Geben Sie die Sperrfrequenzen des Netzwerks im Arbeitspunkt an.
h) Skizzieren Sie den Amplitudenfrequenzgang des Netzwerks.

i) Um welchen Filtertyp handelt es sich?

Aufgabe 2: Harmonisch erregtes Netzwerk mit Schalter (Klausuraufgabe aus TET I)

Gegeben ist gemiB Bild 2.1 eine Spannungsquelle mit dem Innenwiderstand R, und der Urspannung
ug(t) = Uy + Ugsin(27fyt) . Uber eine Zuleitung mit dem Widerstand R sowie der Spule L ist die
ohmsche Last mit dem Widerstand R; angeschlossen.

Uber den Schalter S 148t sich eine unbekannte Reaktanz jX parallel zur Last R; schalten.

R, R, L s
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Bild 2.1 Lineares, abschnittsweise zeitinvariantes Netzwerk

Im folgenden sei der Schalter S zunichst gedffnet.

a) Berechnen Sie den Strom iy (t) durch die Last Ry .
b) Berechnen Sie die mittlere Wirkleistung Py, die von der Last aufgenommen wird.

¢) Skizzieren Sie die Ortskurve der in Bild 2.1 angedeuteten Eingangsimpedanz Z(jo) (gedffneter
Schalter!).

Nun wird der Schalter S geschlossen und so die unbekannte Reaktanz jX parallel zur Last R, ge-
schaltet. Betrachten Sie im folgenden lediglich den Wechselanteil der Erregung.

d) Ermitteln Sie die Reaktanz derart, daB die Last eine moglichst grofie Wirkleistung aufnimmt. Mit
welchem passiven Bauteil kann die Reaktanz realisiert werden und wie muB} dieses bei gegebe-
ner Frequenz f, dimensioniert werden? Zur Vereinfachung soll fiir diesen Aufgabenteil
R. = R; = 0 angenommen werden.

Hinweis: Bestimmen Sie das Maximum der aufgenommenen Leistung.

e) Skizzieren Sie die Ortskurve der Eingangsimpedanz Z der in Bild 2.1 dargestellten Schaltung
mit geschlossenem Schalter. Es gelte 2nfyL <R .
Hinweis: Gehen Sie schrittweise vor, ermitteln Sie die Ortskurve graphisch!

f) Geben Sie zu dem in Bild 2.1 gegebenen Netzwerk das duale Netzwerk mit allen dualisierten
GroBen und Zahlpfeilen an. Nehmen Sie dabei fiir das originale Netzwerk einen geschlossenen
Schalter an, zeichnen Sie aber alle Bauteile in das duale Netzwerk ein. Kennzeichnen Sie die
dualen GroBen mit dem Index ,,D*. Geben Sie jeweils den Zusammenhang zwischen originaler
und dualer GroBe an. Die Dualitdtskonstante sei Zg .
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Aufgabe 3: Kettenschaltung von Netzwerken ( nach Klausuraufgabe TET LII; Friihjahr 1997)

Gegeben ist eine Kettenschaltung nach Bild 3.1 aus N gleichartigen Netzwerken NW;, i = 1...N.
Jedes dieser Netzwerke besteht aus mehreren passiven Komponenten sowie einem idealen Trennver-
starker am Ausgang (siehe Bild 3.2).

Die Antwort des einzelnen Netzwerks NW; auf einen Spannungssprung ug(t) = Ugs(t) sei
u(t) = Uy(l - e_m)s(t) mit o> 0. Siamtliche Netzwerke seien zur Zeit t = 0 energiefrei.

O— ———O—— oo Oo— —oO
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Bild 3.1 Kettenschaltung von gleichartigen Netzwerken

* | lineares, :
| zeitinvariantes
. T ! 2T

Bild 3.2 Blockschaltbild eines einzelnen Netzwerks NW; Bild 3.3 Erregung fiir Aufgabenteil d)

a) Geben Sie die Ordnung und den Filtertyp des Netzwerks NW; an (mit Begriindung)!
b) Welche Ordnung hat die Kettenschaltung der Netzwerke NW, bis NWy?

¢) Berechnen Sie im Zeitbereich die normierte Impulsantwort hy(t) am Ausgang des N-ten Netz-
e werks!

d) Berechnen Sie im Zeitbereich die Antwort uy(t) auf die in Bild 3.3 dargestellte Erregung

-t

Up(t) =y, e ™" T<r<oT
0 sonst.

o

e) Geben Sie eine Realisierung fiir das Netzwerk NWj an!



Aufgabe 4: Fourieranalyse von periodischen Signalen

Gegeben sind mehrere stationdre, periodische Signale nach Bild 4.1 bis Bild 4.4.
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Bild 4.1 Stationire Sinusschwingung Bild 4.2 Stationire Dreieckschwingung
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Bild 4.2 Stationéire Séigezahnschwingung Bild 4.4 Stationiire Rechteckschwingung

Bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten ay/2 , a, und b, der Fourier-Reihenentwicklung
a, ‘
u(t) = 7t Z a, cos(Umgt) + z b, sin(hogt)

p=1 =1
aller vier Signale und berechnen Sie explizit die ersten drei Glieder einer jeden Fourier-Reihe.
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Theoretische Elektrotechnik II, Musterlosung

Aufgabe 2: a)
U,

I _ _O
L R +R,+R;+joL
TRy T RpTJO
Uy(0=0)
[L(wzo) el A
R +R, +R,
—'arctan(———%—)
Up(e=a) _ Up(o=n,) 7 R +R +R,

[L((D:(DQ) =

R.+R,+R +jcoL_A/ 2 22.
1 L 0
! (R, *R{+R;) +toyL

~

© - = ’ [ ( i J)
= i, (1) = + - SIn| @, —arctan| ——————

L + R, + 0 A+ R+

o Ri+ Ry * Ry A/(Rl.+R1+RL)2+oang Riv Ryt Ry)

b)
R, U
= . = . = L 0
Py(0) = Up -1 = Ry I >
(R;+ R, +Ry)
1 *
Pplog) = sRe Uy
2
1 1 2 1 0
_ERQ{[LRL[L} = SR = 3R 2 22
(R, +R{+R;) +wyL
2
@ R, Up 1 U

L
(R+R,+R)* 2 "(R+R +R) +wpl

ImZ




d) Vereinfachung:
joL

Rp-jX |
R;-jX 79 jooL(R;+jX)+R;-jX

- Z ) - = .
U =Y jooL+R;|iX =0
JooL+

- R, -jX
=0 ~0oLX+j(0gLR, + R X)
* 2 2
P, = -I—Re{ (:]i:} = LIU lz = 1 (RLX) lLfOI '
w =L =L
2 Rp] 2R 2R1(0,LX)" + (0,LR; + R 07
2
_ & 4o
ow,L) +R (1 +—)
( 0 ) L X
dPy,

Maximum von PW: —0,7 =0

o 0 (2]
R i _
( 0) ((ooOL)2 + R%(l + m——)O(L)Z)Z

oL
<= l+—=— =0
X ,

<=> X = -w,L =>Realisierung mit Kondensator der Kapazitit C, wobei:
= o,L=>C= —-15— , also nur fiir eine bestimmte Frequenz moglich

1
|X| = —C
®4 ®yL
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Aufgabe 3:

a) - Ordnung n =1, da nur eine Eigenfunktion
- Tiefpass,da -n=1

- Sprungantwort a(f) = (1—e ) - s(f) = (a(t— ©)) = 1
- oder:

Impulsantwort A(t) = a(t) = a%[s(t)—e_ats(t)]

s()—[e M)~ ae ¥s(n)]
= 8(t)—e M5(r) + ae Ms(r)
= 5()—e 05(8) + ae Ms(t)

= ae ¥s(r) = impulsundurchlissig

N, da jedes Netzwerk NW; die Ordnung 1 hat und sich durch die Kettenschaltung keine
abhingigen Energiespeicher ergeben (Trennverstirker!)

c) 1) Bestimmung der Impulsantwort eines Netzwerks: A(t) = a(t) = oceﬁats(t)

2) Wiederholte Faltung: /iy (f) = h(t)*h(t)* h(£)*h()*...*h(t)

N mal
@) = [8¢-1)-h)dt = ho)- [8(t-v)d = n(r
h‘(z‘) = [ht-1) - my () = | ae “s(1) - ae Vg1 —1)dr

o0

t
= ot ™. J.S(T)-S(I—T)d‘t = o e, Idt-s(t) = az-t-e—at-s(z‘)

—C0

0
R/____,/
1<0 A t>0 A
s(t—1) s(1) s(t—1) s(T)
t 0 > 0 ¢ >

lo's} v} t

J-s(r) -s(t—1)dt = 0 J‘s(r) -s(t—1)dtv = Idt
0

—00



Q0 a0

hy(t) = [h(t=1) - By(v)de = [ a?1e *s(1) - ae T V(- 1)

—0 , —00
— e ™. IT'dT-S(I) -3 LA . s(0)
2
0
hy(0) = [ A=) hy()as = ja L2 %% 1) - ae ™ Vs(r— 1)t

= 0L4-e_at-%- J-’L'2-d‘t's(t) = oc4-%--l--t3~e~at-s(t) = a4-%-t3-e"at-s(t)

G:l'i_)'! _ 2‘(i—l) _ e_at-s(t)
1 (N—l).e—at

hyt) = o - T

(D) = o -

- 5(2)

d) Es ergeben sich 4 Fille bei der Faltung uy(t) = ug(t)*hn(t)

l.Fall: t<0=>up(t) =0

2.Fall: 0<t<T

3.Fall: T<t<2T = o o e e — -
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zum 2. Fall: 0<t<T
t

up(t) = IaN e UOe_a(t—T)d'c-s(t)

“(N-)!
0
t
_ N 1 —at N-1), _ . 1 ol
o N=1)! e Uy Ir dt-s(t) = a N-1)! e Uy [
0
= aN%e—atUOth(t)
zum 3. Fall: T <t<2T:
t-T
_ N 1 (N-1) -at —a(t-1-T1) ,
up(?) Ia _—_(N——l)! T e (-Uyle dt-s(t)
0
. t
| N 1 L (N-1)  —at —a(t-1) .
+ Ia T e Uye dr - s(1)
t-T
t-T t
_ N. 1 oot .__aT. (N-1) (N-1) ‘
o -1 e Uy-|—e I'c dv+ .[’l: dv|-s(t)
0 t—T

T NS S UO']%/' [tN_(t_T)N_e“T.(t_T)N] . 5(2)
o Ly - -V D s

- zum 4. Fall: 2T <t:
t—-T

_ N 1 (N-1) -—oar ~a(t-1—T)
up(1) = Ia-m-t &% (U dr - s(f)
t-2T
!

N 1 . (1\;—1). —at —a(t-1) ,
+ J-oc (—-——N_ D1 T e Uye dt - s(t)

t—-T
t-T t
N ] —at ol (N-1) (N-1)
= . . . B . + .
a -1 e Up-|—e I T dt j'c drt |- s(t)
t-2T t-T

= o2 Uy 1 - - - (- D= (-2 s ()




e) Realisierung eines Netzwerkes NW;:
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Aufgabe 4

Allgemein gilt:

oo [e o]
u(t) = % + Z ay, cos(uwot) + Z by, sin(pwot) wobei
p=1 n=1
2 rtotT
oy = -1—;/ u(t) cos(uwot)dt  und
to
to+T 2
b, = 52; A u(t) sin{pwot)dt mitwg = —%

Bei einer geraden Funktion sind alle b, Null, bei einer ungeraden Funktion
verschwinden alle a,,. Ist kein Gleichanteil vorhanden, gilt 4 = 0.

Bild 4.1 Stationdre Schwingung

u(t) = Upsin(wqt)
9—29— = 0 (kein Gleichanteil)
a, = 0 Yy (ungerade Funktion)
bhh = Up
by = 0 fir p#1

Bild 7.2 Stationire Dreieckschwingung
Hier, wie in allen vier Beispielen handelt es sich um eine ungerade Funktion
ohne Gleichanteil, d.h. 4 = 0 und a, = 0,Vpu

T

g k- L) far T+kT<t< + kT

u(t)_{ Wo(t 4+ kT)  fir —L+kT<t<T kT
2

T

ar
b, = T/ ——tsm(uwot dt+T/4 4U0 )t — g)sm(uwot)d
= 8TU20 /4 tsin(pwot)dt /_ t sin(pwot)dt + —_— /— sin{pwot)dt
Z 3T
s [smw"t) toos(n )} e [smw%t) tcos(n’“t)] :
T? (/‘T) (P’T) -Z (l-‘T)2 (NT T
3ar
L RN K
T |pZ& = 'u' T T
AU [sin(pg) T sin(—pg) T
= m[ #2% — CO( —)—————u—%;r———zcos(,u. )
au, [sin(p3F) 3T 3w, sin(ui) T 7r
/,L7TT [ 'ulQTﬂ- 4 COS(/J, 2 ) %;r + 4 COS(/'L )
2U,

20 [cos(u ) - cos(ug)]



_ U sin(uy) 1 ow sin(pd) 1o
= g T geosleg) T — g eosley)
sin(u3f) 3 3m, sin(uf) 1 Ve
2
+—w.— (—2 sin{p) sin(pzr-)>
pm 2°)
-0

_ 4Uy | 3sin(pF) sin(p3F 3( 3 7r>
= +4 cos(,uz) cos(uz)

p2n u2r R 5
=0
. 2U0 . T, . 3
= Cr(Bsin() - sin(u)
8U0 3 7
= ”27‘_2 s (/“5)
Bild 4.2 Stationdre Sdgezahnschwingung
20, T T
u(t) = —fg(t+kT) (-5 +KT) <t < (5 +KT)
2 [T, 2, .
by = f/;% Uoftsm(,u,wot)dt
Wy (7, .
= F[Ztsxn(pwot)dt
2
z
4 [sin(u%’rt) tcos(,uzT"t) 2
T | (05 wF Iz
_ 2Up |sin(ur) T sin(—pmw) T
T oprT | (u2n) 2 cos(pum) (u2m) +2COS('LW)
=0 =0
2U,
= (") cos(u)
2 20U,
= __go_(_l)u = 0 (et
7% 7%

Bild 7.4 Stationire Rechteckschwingung

iy = Yo Jir kT <t< L +kT
T U fir —L4+kT <t<kT

2 [0 , 2 [T .
b, = f/_%: —Up sin(pwot)dt + '1:/02 Up sin(pwot)dt
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Theoretische Elektrotechnik II
2. Aufgabenblatt

Aufgabe 5: Ubertragungsfunktion und Impulsantwort von Netzwerken

Das in Bild 5.1 dargestellte zeitbegrenzte Signal /4, (¢) ist die Impulsantwort eines linearen, zeitinva-
rianten Netzwerkes.

A hy(2) A h, ()

14 | . t
-T . T

Bild 5.1 zeitbegrenztes Signal h(t) Bild 5.2 zeitbegrenztes Signal h,(t): Dreiecksimpuls

a)  Wie lautet die Ubertragungsfunktion H 1) des Netzwerkes?

b) Benutzen Sie das Ergebnis aus Aufgabenteil a), um die Ubertragungsfunktion H,(jo) eines
Netzwerkes zu berechnen, dessen Impulsantwort 4,(¢) nach Bild 5.2 ist.

c¢) Ist das Netzwerk aus Aufgabenteil b) realisierbar? Falls nein, wie 1dBt es sich realisierbar
machen?
Aufgabe 6: Fourieranalyse einer periodischen Spannung

Gegeben ist die stationére, periodische Spannung in Bild 6.1.

u(?) h

N -] =
=]
- —+
Ny

~20,

Bild 6.1 Zusammengesetzte Rechteck/Dreieckspannung

Bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten a,/2, a, und b " der Fourier-Reihenentwicklung

a oo o
u(t) = —29+ T a cos(uwgn)+ Y by sin(poyt).
p=1 n=1

Hinweis: Verwenden Sie dabei die Ergebnisse aus Aufgabe 4!

-1-



Aufgabe 7: Vierpolberechnung (Klausuraufgabe WS00/01)

Gegeben ist ein nicht idealer Trennverstirker mit endlichem Eingangswiderstand R, und einem
Ausgangswiderstand R , > 0 gemil Bild 7.1a, dessen Ersatzschaltbild in Bild 7.1b gezeigt ist.

[, L4l I (41, L

O < =2
L = — H

I
S
[s
&~
L
4
/
(S

Y v v Y
o : o o : o
Bild 7.1 a: Nichtidealer Trennverstirker Bild 7.1b: Ersatzschaltbild des Trennverstiarkers

a)  Welche Art von Symmetrie weist der Vierpol [4], auf? Begriindung.
b)  Wie lauten allgemein die Vierpolgleichungen fiir die Kettenform?

c)  Berechnen Sie fiir obiges Ersatzschaltbild die Elemente der Kettenmatrix [4]; .

Zur Filterung des Ausgangssignals U, wird ein TiefpaB} erster Ordnung gemaB Bild 7.2 nachgeschal-
tet, dessen Widerstandsmatrix [Z], lautet:

R +,_1C LC
[z1,=| /9% J®
1 1
joC joC
7]
[ ‘i‘ =|'
U [Z]
1{ [4], ,:—2 2 73

Bild 7.2 Zusammenschaltung beider Vierpole

d)  Wihlen Sie eine fiir die in Bild 7.2 gezeigte Schaltung geeignete Darstellungsform der
Vierpolparameter des Tiefpasses.

e) Berechnen Sie die Elemente der resultierenden Matrix [?].

f)  Berechnen Sie aus den Vie;polparametern der resultierenden Matrix die Ubertragungsfunktion
H(jw) der Schaltung nach Bild 7.2.

g)  Welche Art von Vierpolsymmetrie weist der Tiefpall auf? Begriindung!

h)  Wie lautet die Ubertragungsfunktion H ;4U®) der Schaltung nach Bild 7.2 bei idealem
Trennverstérker, d.h. R, —> e, R = 0Q und endlicher Verstirkung v ?



Theoretische Elektrotechnik II, Musterlosung
Aufgabe 5: a)

H (o) = F{h (1)} = J'hl(t)-e‘f"”dt

—0

T T T
= K—l +£) -eﬂmtdz‘=—J‘l T+ L T
T T
0 0 0
1 er| 1] 7™ g
= —[f-ejm] + = -(—jot-1) Bronstein, Nr. 448
—Jj® T, . 2
0 (Jo) o
, —ol —oT
® - . .
| / HO) (Lo)’T (Jo)’T
1 70T 1

= — - +
IO (o) ’T (5o)’T

weitere Umformungen nicht notwendig bzw. sinnvoll

b)
hy(8) = = h (1) + (=hy(-0)) = —h ()R (-1) = (A () + A (-1))

H,(jo) = F{hy(t)} = —F{hy (1) + hy(-D} = ~(F{h, ()} + F{h ()} )
(Spiegelung im Zeitbereich)

= -2-Re{H,(jo)} =—2(Re( - 27J+ 12 )
-0 17 -0 T

= _2.(005(2“)77_ ;)= g -(cos(mT)-—l)=—§--(1—COS(C0T))
0T o T o T o T

2 T fT

T -
() O)2

- 2 2. (sin(0])) = T.[Sm(@]z r (S2E)°~ 7. inc (1)



¢) Da das Netzwerk nicht kausal ist (bzw. die Impulsantwort des Netzwerks), ist es nicht realisierbar.
Verzogert man w,(t) um mindestens T, wird die Impulsantwort kausal und das Netzwerk realisierbar.

W, (1)

i

T

2T t

Eine Realisierungsmdoglichkeit ist folgende:

Wo(f) = t-h(t) =2 (t-T) - h(t~T)+(t-2T) - h(t-2T)

o(1)

t- h(t)

h(£)

w,(f)

| Fe cof—> 1
Verzdgerungsglied
————® 27

Verzogerungsglied



Aufgabe 6

Bei der Losung dieser Aufabe ist die halbkomplexe Form der Fourier-Reihendarstellung
von Vorteil (siehe Skript).

z(t) = zo+ Re {ig‘u . ej““"’t}

=1
L
mat o = —/ z{t)dt
0 T J;,
2 [RiT —jpwol
und & = 7 A z(t) - e dt

Vorteil: ein Integral weniger
Nachteil: evtl. schwieriger zu berechnen

Es gilt:
Z, = Tu- eIPH = zu(cos g, + jsinep,) = a, — jb,
Qo
g = "é—
IDEE:

Die Fourier-Reihenentwicklung ist linear, d.h. man fa8it u(t) als Superpo-
sition einer verschobenen Rechteckschwingung (1i(¢)) und einer verschobenen
Dreieckschwingung (i2(t)) auf.

uy (¢): Rechteckschwingung aus Aufgabe 4

1(t) zeitverschoben

u1 (t

):u
us(t): Dreieckschwingung aus Aufgabe 4
):

1o (t): ua(t) zeitverschoben

VERSCHOBENE RECHTECKSCHWINGUNG (1)
- T
Uui (t) = U (t + —)

mit ui(t) = a;o + Z{alu cos(pwot) + by, sin(pwyt) } (Aufgabe 4)
= n=1 "

o
= Re {\Z uy, - ej““°t} mit Uy, = a1 — b

Mit dem Zeitverschiebungssatz gilt:

: T
Y = . plWo
ll_‘.l_lj - ulu e] 4

_ . T . T
B = (ay ~by0) - {oos(uung) + ssin(uunyg) |
=0
. T . ™
= —jbicos(pg) + buusin(uz) (1)



Mit by, aus Aufgabe 4:

4 1
by, = 71‘[—]7?(1 —cosum) = ;[{r—o- sin2(,ug) 5(1 —cosz) = sinz(—g)
Betrachte nun (1):
cos(,ug) = 0 fiir alle ungeraden p
by, = O fiir alle geraden p

== Der erste Term von i, ist fiir alle y identisch 0: —j5b1, cos((u5) =0,
Yu=12...

_ L =
by, = by sm(_ui) = a1, — jbiu

. ., T 4Up . s

G = bysin(ug) = ys sin® (u3) (%)

b, = 0 (gerade Funktion)
2;_0 = 0  (kein Gleichanteil)

VERSCHOBENE DREIECKSCHWINGUNG iiz(t) (analog)

i . T .. T
Yo = (‘12;1 - ]b2y) cos(,uwoz) +7 sm(,uw()z)]
~ . ™ . T

dg, = —Jba, COS(/AE) + by, sm(pE)

Mit by, aus Aufgabe 4:

8U0 -3 s
b = oy sin(ug)
=by = 0 V geraden pu
= cos(ug) = 0  V ungeraden p
- ., W 8Up T _ -
Uy, = bay Sm(#g) = 272 51114(#5) = Ggp — Jbou
- 8Uy . T
By = gheni(g) ()

by = 0 (gerade Funktion)
e _ (kein Gleichanteil)



Aufgabe7 Vierpolberechnung

a) keine Symetrie, da Eingang und Ausgang nicht vertauscht werden
koénnen, auch nicht kopplungssymetrisch, da Kurzschlustromnicht um-
abhingig davon, welchesKlemmenpaar kurzgeschlossen wird.

b)
U U
(Y)=(a)( %) (1)
Aus (1)
Q1 = 1_4_11 Qz - _A_lz 12 (2)
1.1 = 421 Qz - _422 lz (3)
C)
Aus ESB:
Uy = Rod, +9U, (4)
Ql = Re_I_l (5)
Sei U, =0 .
aus (2):
-U—l =‘24i.12 I, (6)



ZUSAMMENFASSUNG BZGL. u(t)

ut) = w(t)+ ()
T

T
= wt+ ) +ualt+ )

= (&_;9 + _‘?%Q) + Zl {(&1“ + @9, ) cos(pwot) + (l;ly + l;g,,) sin(,u,wot)}
“:

Mit (*) und (**):

- - 4U() .3 w 8Uo .4, T
a, = 8y,+ay = e sin (u—2~) + P sin ('UE)
4U, 2
ay = #—ﬂ? sin3 (,u.g-) [1 + = sin(,u,-;f)]
b, = by +bou =0 wie erwartet, da gerade Funktion!
% = %9 E%Q =0 wie erwartet, da zu gleichen Anteilen positiv wie negativ!



aus (4):R,1, = —-vU, dann:

U
L= “‘E—al (7)
(7) in (6):U; = A,, % dann:
R,
Ap = m (8)
aus (3):
vU v
I =—Apl,= Ay = = Ay A R. 1, (9)
Dann
R,
Ay = VR, (10)
Sei _I_2 - O:
aus(2):
U, =40, (11)
aus(4):
U, =l, (12)
(12) in (11):U, = A,, ?U, dann:
1
Ay = ; (13)




aus (3):

I, =AUy =400, = Ay vR. I, (14)
Dann:
Ay = — (15)
£221 7 'URe
Dann:
1 Ry
(a)-(1 z) (1)
vR. vR.
d)
_U._l = _Z_n £1 + Zu J_z (17)
Uy=2y 1+ 21, (18)
U, = .4_11 Qz - AIZ 1 (19)
.1-1 = _A_21 Q2 - .422 12 (20)
Sei I, =0:
aus (17)
Uu =2y, 1 (21)



aus (18)
Us=2yn 1
aus (19)
U, =A,0,
aus (20)
I, = AQI Q2
aus (22)
U
I, = T
Zy
in (21) einsetzen,
Z
U = U =u
17 =2 Ly
vgl. mit (23):
Zn _R+tsc

(25)

(26)

(27)

(28)



Sei [, =0:

aus (17):
U_l - ZIZ ..I_2
aus (18):
Uy=2x1,
aus (19):
U, =AU, - A1
aus (20):
AnU, = Agg 1y
Dann:
U, = i—: I,
vgl. mit (30):
Loy = % = Ay Ly

aus (31):
.412 _I_2 = _A_n Q.z - _U_1 = A_n Zzz 12 - _Zm lz

>

A
Ap=AnZyn 2Ly = “Z_'—“H_Z_zz —~Z,=R

21

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(35)

(36)

(37)
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3. Aufgabenblatt

Aufgabe 8: Rechteckimpuls: Darstellung im Zeit- und Frequenzbereich

a) Welche allgemeine Anforderungen muf} eine Funktion x(#) erfiillen, damit die Fouriertransfor-
mierte X(jo) existiert?

Gegeben ist ein symmetrischer Rechteckimpuls x(#) nach Bild 8.1a), der als Modell fiir viele Impulse
der (opto-)elektronischen Praxis betrachtet werden kann.

a) A x(t) b) IAS(I) c) AS(t)

A

| - L
t t t
~T/2 5 /2 o )

Bild 8.1 a) Symmetrischer Rechteckimpuls mit der Amplitude A und der Periode T
b) Einheits-Sprungfunktion c¢) Dirac-Impuls

b) Berechnen Sie die Fouriertransformierte X(jw) dieses Rechteckimpulses, indem Sie das
Fourierintegral explizit ausrechnen.

¢) Stellen Sie den Impuls x(¢) aus Bild 8.1a) unter Verwendung von Sprungfunktionen s(#)
gemaf Bild 8.1b) im Zeitbereich dar.

d) Welcher Zusammenhang besteht zwischen Dirac-Impuls d(¢) in Bild 8.1¢) und Sprungfunktion
s(¢)? Stellen Sie unter Ausnutzung dieses Zusammenhangs die Rechteckfunktion x(#) in
Abhéngigkeit von Dirac-Impulsen im Zeitbereich dar.

¢) Berechnen Sie ausgehend von dem unter Aufgabenteil d) entwickelten Ausdruck die
Fouriertransformierte X(jw) des Rechteckimpulses x(#) unter Ausnutzung der Sitze der
Fouriertransformation und vergleichen diese mit dem Ergebnis unter Aufgabenteil b).

Aufgabe 9: Rechteckschwingung am Eingang eines Netzwerkes

Die Erregung eines Netzwerkes, bestehend aus einem Ohmwiderstand R und einem Kondensator C
nach Bild 9.1, ist das periodische Signal u,(¢) mit

; _g(_)+2UO ; 20U, 3 +2U0 5
ue() = 5 7(305((1)0 )—ECOS( U)Ot) ECOS( (l)ot)‘—...
||
O
|
C
u(t) C) R w0
|/
0

Bild 9.1 RC-Netzwerk



a) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion H(jo) = U,Gw)/U,(jo) des Netzwerkes, indem Sie
die komplexe Wechselstromrechnung anwenden.

b) Wie lautet die Differentialgleichung des Netzwerkes aus Bild 9.1?7 Skizzieren Sie kurz einen
alternativen Losungsweg!

¢) Berechnen Sie den Gleichanteil des Ausgangssignals u (7).

d) Berechnen Sie den Betrag und die Phase von H(jw) bei Grundschwingung. Wie lautet die ent-
sprechende Zeitfunktion des Ausgangssignals u,,(¢) ?
Benutzen Sie die Werte R = 1Q2,C = 0,2uF und £, = 0,/(2n) = 1/(2n)MHz.

¢) Berechnen Sie den Betrag und die Phase von H(j®) bei Oberschwingung mit der Kreisfrequenz
= 5w, . Benutzen Sie die gleichen Werte fir R,C und ®,, wie in Teilaufgabe c).
Wie lautet die entsprechende Zeitfunktion des Ausgangssignals u () ?
Vergleichen Sie die Ergebnisse und beschreiben Sie die Charakteristik des Netzwerkes.
Welcher Filtertyp liegt also vor?

Aufgabe 10: Fourierintegraldarstellung des 0 -Impulses

Ein Signal, das alle Frequenzen von -co bis +eo mit gleichen Amplituden enthilt, kann im Zeitbereich
durch einen 6 -Impuls bei ¢t = 0 dargestellt werden:

A XGo) - A3
517—tj 1% = 71} = 8()
| | ot

0 o t

Weiles Amplitudenspektrum 8-Impuls im Zeitbereich
(= konst. spektrale Amplitudendichte)

Bild 10.1 Darstellung des 5-Impulses im Frequenz- und im Zeitbereich

a) Berechnen Sie, ausgehend von der Fourier-Integral-Darstellung des & -Impulses, die Zeitfunktion
3, (t) dic man erhdlt, wenn das Signal nur die Kreisfrequenzen von ® = = -0, /2 bis
(0 = W, /2 enthalt.

AZ0G®@)
1
(Y 0 ® >(D
. 4
2 2

Bild 10.2 Bandbegrenztes weifies Spektrum

b) Geben Sie die Korrespondenz F{?} = rect(w/ wg) an und vergleichen Sie diese mit der des
RechteckstoBes (Hohe des RechteckstoBes 4, = 1).

c) Stellen Sie §,, (t) graphisch dar ﬁlrf =W, 17/(2m) = 1GHz undf =, ,/(2m) = 5GHz.
Welche Aussage beziiglich Slgnal-Bandbrelte und Steilheit der entsprechenden Zeitimpulse
konnen Sie anhand der beiden Graphen treffen?

Mapstab: 1GHz 2 1cm und 10% £ 4cm .
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Aufgabe 8: '

ca

a) Das uneigentliche Fourier-Integral X(jo) = j x(t) - ¢’ dt muss konvergieren. Dies ist der Fall, wenn

—o0

x(t) quadratintegrabel ist, d.h. J be (2 )Izdt < oo, D.h. das Signal besitzt endliche (finite) Energie (Energiesi-

—00

gnal). Tut es das nicht, so kann die Fouriertransformierte nur im verallgemeinerten Sinne existieren, muss

aber nicht!
- Die Fouriertransformierte fiir Leistungssignale (finite Leistung) existiert nur im verallgemeinerten Sinne,

d.h. es treten O -Impulse auf (Bsp.: s(t) O—®nd(®) + _}lﬂ) ).
. Fiir Signale, die auch keine finite Leistung besitzen, kann die Fouriertransformierte existieren oder auch

nicht! (Bsp.: ¢t- s(t) O—®j- 1S (©)— —13_ , aber: e+at-s(t) oO—e ﬁ => Laplace-Transformation)

®©
@ )

[y

oo T
2
; ol jl jol ol
A —jot I A 2 2 24 2
= —= -|[e Il =——"-le —e =——.le —e
0] T jo 2j®
‘T
o T\ T T
2 2

¢ m

I 71
2-—A 2k oe e ot ww mm m
» —A-s(t—%)
d)
A
A

t
8(t) = 3(2) s(f) = J'S(r) . dt

x(t) = jA-6(1+5T)—;-5(1—9d1 T 0 t
2

N I




f)

g)

kopplungsymetrisch, da Z,, = Z,,

h)

(4)= (55 1)
()=(a)(a)=(1 )" T)

~J

)

14+jw(B+Ra)C  RetR

14+jw(R+Ra)C  R4+R
VRe vRe

i

Hy(jw) =

1
Ay

v

Iy=0 T 1+ jw(R+ R,)C

1+ jwRC

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)



Aufgabe 9

a) Spannungsteiler:

: U, (jw) R jwCR
H w = - = = -
Hiw) = G,Go) = R+ 25  1+JwCE
b)
U,(jw) _ jwCR
U.(jw)  1+jwCR

U,(jw) - (1 +jwCR) = U.(jw)- jwCR
Mit barmonischen GréBen:
ua(t) = Re{U.e™} = Re{Us(jw)}
ue(t) = Re{U,e™'} = Re{U,(jw)}
U,(jw) + jwlU,(jw)RC = U,(jw)-jwCR

1
’l:La, + uq E = 7-‘1'6 DGL

Alternativ (TET I): Aufstellen der Beziehungen zwischen Bauteilgrofien
und den Stréomen und Spannungen. Umstellen, Einsetzen und evtl. Diffe-
renzieren liefert die DGL.

c) Jeder Teil der Fourier-Reihe des Eingangssignals kann getrennt betrachtet
werden, da es sich um ein lineares, zeitinvariantes System handelt.

Fiir den Gleichanteil gilt:

w =0 = H(jw)|w=0 =0

ug(t) = Ofiirw=0 Kondensator ist Leerlauf fiir w = 0
d)
. jwoRC
H SR o kel
Hljllomwo = T3 00RO

1
mit wy = 106;; R=1Q; C=0,2uF

) ) _ 7-0,2
0,2
. BETRAG : |H(j = =~ 0,196
|H (jwo)| T 097
2 2
PHASE : /H(jwp) = arctan (O’T) — arctan (0’1 ) ~ 1,373
\—v_/
;1
Y(jw) = |X(jw)|-|H(jw)] - & X G
2
=> ugo(t) = —? - 0,196 - cos(wpt + 1,373)



Aufgabe 10

a) Inverse Fouriertranformierte z(t) eines idealen Tiefpasses:

3(t) =

im L[ g
Jm oo | s @

im Falle eines nicht idealen Tiefpasses entfillt der

Grenziibergang w, — 0c:

z(t) =

b) mit F {rect(2)} = 32

Wy
denz:

it

T 8y ®)

-si(%¢ -t) gilt offensichtlich die Korrespon-

sz'(i‘;i -t)} = rect(f;) (4)

Beim Rechtecksto8 hat gegolten:

F {rect(—zt—;)} =T -si{nfT) =T - si(w - g), w=2f (5)

— Fourier-Trafo-Dualismus zu erkennen.
¢)Man erkennt: Mit Signalen gréflerer Bandbreite lassen sich stei-

lere (kiirzere) Zeitimpulse realisieren.



Amplitude

-2 -1.5 -1 -0.5
Zeitin 107 s

Man erkennt: Mit Signalen gréBerer Bandbreite lassen sich steilere (kiirzere) Zeitimpulse realisieren.
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4. Aufgabenblatt

Aufgabe 11: Fourieranalyse eines Impulses

Gegeben sei der Spannungsimpuls u, (t) nach Bild 11.1.

Aul(t)
JUO\
—+ Y
2
—— -
SO B I t
2 4 4 2

Bild 11.1 Impuls u(t)

a) Welche Symmetrie weist die Fouriertransformierte U, o) = F {u,(t)} auf? Ist sie reell, kom-
plex, gerade oder ungerade? Begriinden Sie Thre Antwort.

b) Wie grof ist der spektrale Anteil von U, (jw) beiw = 07?

c) Berechnen Sie U, (jw).

d) Skizzieren Sie das Phasenspektrum @, (®) des Impulses u(t).

Es sei nun ein Doppelimpuls u,(t) gegeben, siehe Bild 11.2.

Auz(t)

™
NI
~
|

[F8)
|
|
-
%
-

Bild 11.2 Doppelimpuls u,(t)

e¢) Mit welcher Funktion d(t) miite u,(t) gefaltet werden, um u,(t) zu erhalten?

f) Welche Symmetrie weist die Fouriertransformierte U,(jw) = J {u,y(t)} auf? Ist sie reell, kom-
plex, gerade oder ungerade? Begriinden Sie Thre Antwort.

g) Wie groB ist der spektrale Anteil von U,(jw) beiw = 07?
h) Berechnen Sie U,(jw) in Abhédngigkeit von U, (o).

i) Skizzieren Sie das Phasenspektrum ¢,(®) des Doppelimpulses u,(t).



Aufgabe 12: Fourierbetragsspektrum eines modulierten Signales

Gegeben ist ein Signal x(t) = a(t) - cos(w_t) mit der Amplitude a(t), d.h. eine Trigerschwingung
werde mit einer zeitverdnderlichen Amplitude moduliert. Darin ist @ die sogenannte Trigerfrequenz
(Index ,,c* von Carrier (engl. fir Tréger)).

a) Berechnen Sie die Fouriertransformierte X(j®) allgemein in Abhédngigkeit der Fouriertransfor-
mierten A(jo) der Amplitudenfunktion.

b) Berechnen und zeichnen Sie das Fourierbetragsspektrum X (jo), wenn a(t) = A,cos(wt) ist.
w, bezeichnet die Modulationsfrequenz (Index ,,s* fiir Signal). Es gelte ®_» o, .

¢) Kann eine solche Modulation mit einem linearen, zeitinvarianten Netzwerk durchgefiihrt werden?
Begriinden Sie ihre Antwort.

Aufgabe 13: Netzwerkanalyse (nach Klausuraufgabe Friihjahr 1985)

Von einem linearen, zeitinvarianten Netzwerk nach Bild 13.1 sei die Antwort u,(t) auf einen Span-
nungsdublett-Impuls u (t) = ¢ - 5(t) bekannt.

o— | Netzwerk o
u () 'l (konzentriert, linear, 'I u,(t)

o— | kausal, zeitinvariant) |

Eingang Ausgang

Bild 13.1 Lineares, zeitinvariantes, kausales und konzentriertes Netzwerk
Esseiu (t) = ¢- 0 e ™ s(t)— - o-8(t)+0- (1)
a .

a) Berechnen Sie mit Hilfe der Fouriertransformation die Ubertragungsfunktion H(jw) des Netz-
werkes.

b) Geben Sie eine Realisierung des Netzwerkes an und bestimmen Sie dabei die Unbekannte o.. Um
welchen Filtertyp handelt es sich?

c¢) Das Netzwerk habe nun als Eingangssignal die in Bild 13.2 dargestellte Dreieckspannung u_,(t) .
A Ueq (t)

Uy~

-

Bild 13.2 Dreieckspannung u,(t)

Berechnen Sie ausgehend von der Ausgangsspannung u,(t) die Fouriertransformierte U, (jw)
der Ausgangsspannung u,,(t) , die die Antwort auf das Eingangssignal u_,(t) ist.
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@t + Julz(t) e
T

T

2 4

Es handelt sich um gerade Funktionen. Deshalb kann man folgendermassen vereinfachen:

U, (o)

T Z
2 U
=2- J-— cos(wt)dt+ 2 - 9.
0 0
T T
) 4
= U, L Ol +U,- (o2)dt
0 (Dsm(oa o |cos(wt)dt—
0

t
l——1- t)dt
T cos(ot)

4

T
4

4

T U It- cos(wt)dt
0

T
sin(w@ sin(mg - 4
_ . 4) 4U, cos(wt) , ¢- sin(®?)
= U, + UO . — +
) @ T 2 o
L ®
0
sin(w—D sin(co-z-) _cos(wz—) r sin(a)z)
_u ‘U 4) 4U, 4 4 4) 1
0 ® 0 ® T 2 ® 2
. ® ®
= Uy~ - -[cos(wz] - 1] mit 1-cos(2x) = 2sin “(x)
® 2 4

Aufgabe 11:
a) uj(t) gerade, reell => U, (j@) reell, gerade
b)
e8] o 0]
U (o), - = Fl@}| _ = j (07 ar| jul(t)dz
—00 —0
U U,
o, 1 T %o 5
= —F = ¢ — T =, f
77327 T3 Up- T
c)
A v A uy,(1) o uy (1)
0
Uy Yy /
’ /I\
> > >
® r - | T T
2 2 4 4 2 2
u](t) = ull(t)+u12(t) T T
2 4
: Yy
=> U)(0) = Fluy (0} + Flup0)= |5 e



UGo) = UOT51 ( QJr UyT - si (Q

d)
Im{U,(jo))

¢ (@) = arctan

if

Re (T, (o)) 0 *(pl(co)so

e) - Verschiebung um +T: Faltung mit &(¢— T)
- Verschiebung um -T: Faltung mit (¢ + T)
- negatives Vorzeichen bei Verschiebung um +T berticksichtigt liefert:
uy(t) = d(t)*u;(2) mit d(¢) = 8(t+T)-56(t-T)

f) uy(t) ungerade, reell => Qz(j ®) rein imagindr, ungerade

g)
Uyjo), - = Flin®}| _ = juz(:) e at| _, = fuz(r)dt
= 0 , da u,(#) ungerade
h)

uy(t) = u ¢+ ) —u (1 -T7)
Uy(jo) = Fluy(®)} = Fluy(t+ D} = Fluy (- 1))
= U o) - T - U (o) - 7T = U (o) - [T -]

Uy(jo) = Uy(jo) -2 sin(wT)

Al

1)
_ Im{U,(jo)} B Uj(jo)-2 - sin(oT) o
P,y (@) = arctanRe{gz(jm)} = arctan . =7
A
(Pz(m) =72‘t
O

Al



x(t) = A4- j8(1+9—8(1—9d1

1.) Integrationssatz der Fouriertransformation:

x©) = [y d o—-)_mw)=1-_i—)xow>+n-z<0>-5(m)

t

—00

mit  y(t) = 4 (5(T+§)—8(r—%))

2.) Zeitverschiebungssatz der Fouriertransformation:

o(t) O—®

1

jor

5('5-*--;:) O—® 1:.¢

i

T

_‘m_
793

T——E) o—o 1.c

2

=> Y(jo) = ?

Jjos

=> (1) = A-(S(T+§)—8(T—§D o—e8Y(jow) =4 |e

mit YGo=0)=4-[¢°—e?°1=4-[1-1]= 0

eingesetzt in (*):

X(o) = =4-|e
J
24
TE anem— e
w2j

+7m-0-0(w)

Ergebnis identisch mit dem aus Aufgabenteil b), was zu erwarten war!

™*)



Aufgabe 12

Hiufig benutzter Zusammenhang:

cos(wt) = % (ej“’t + e'j“’t)
a)
z(t) = a(t)cos{wct)
= X(jw) = F{a(t)cos(wct)}
= %F{a(t)} * F{cos(wet)}
= %_A_(jw) * F {% (ej“"‘t + e—j“’°t)} 1 o 27é{w)
- %A_(jw) ; {%; (26w — we) + 2m6(w + wc)]}
= S AGL) * 5w~ we) + 5 AlW) * 8w + we)
X(jw) = 5AlGwjwd + A+ jwo)
b)
A(jw) = F {Agcos(wst)}
1 fwst —Jw,t
= AO'F{E(CJ st e ’)}
A(jw) = Aom[d(w—ws) +d(w+ ws)]
- X(jw) = —;—Amr [6(w — ws — we) + 8(w + ws — we)]
b Ao (5w — w0, +we) + 8(w + wy + wo)]
X(jw) = A—;Zr—{é(w—wc—ws) + 0w — we + wy) + 6w + we — ws) + 8w + we + wg) }
= |X(jw)| = X(jw), da reell
c)

Es handelt sich hierbei um Amplitudenmodulation. Wie man dem Fourier-
betragsspektrum entnehmen kann, entstehen durch die Modulation neue
Frequenzen (Seitenbidnder). Ein lineares, zeitinvariantes Netzwerk hat je-
doch nur EinfluB auf Amplitude und Phase eines harmonischen Signals,
nicht jedoch auf die Frequenz.

Folglich kann eine solche Modulation nicht mit einem linearen, zeitinva-
rianten Netzwerk durchgefiihrt werden!



Faltung von Spektren

AX(w)

/1N

~

P w
———
L]

AX(jw)*Y(jow)

A

Aufgabe 12b)

w

T
(28 CUS -wc +ws

£
£
g

7 »



e) ia(t) = L7H{L(s)}

1 A

H(s) L(s) = 37 2

Il
|

Partialbruchzerlegung (analog zu Aufgabe 17a)

I(s)==- 1 = & G G
32 3+ 21 s? s 3482t
A _ 3Cy +Cp2sT + C55% + C13s + Cys75?
s2(3 +s21) s2(3 + 2s7)

Koeffizientenvergleich liefert:

= 1q(t)
mit 7
ia(t)

ia ()

3Co —)C():—?-

2 2
Co2r + 3Cy — O =‘-“-§TC():—§TA '

Co +27C, —)02:—2T01=§7’2A

1 2.7 4 T2

A

3 s 9 3427
A1l 2 r 2 T
3 s
A

3

—A—n
9 s+ %

2 2 _A
—ts(t) — §A7's(t) + §AT6 ar ' s(t)
.l% folgt:

éts(t) _ 3A£s(t) +:

; z[——w_l].s(t)

AIL{e_TE‘s(t)

t (t) +



= o I(s)
L(s)

MHGoo)

LAJIH

»w
L(H4 )
1 /f/ L
—?,—Ats(t) P g /"'AIS(I)—‘*A——S(t)
\/
,/.‘// /
2 . L _®,
04 R [ 2,L,77
/,// -\\/ 9 R
o »t
_—2A—s(t)



Aufgabe 13
a)
H(jw) = F {h(t)} mit
_ [0 )
h(t)—/_oo 5 dt (1)
dann es ist ja:
Eingang — Ausgang
5(t) — h(t)
6(t) — h(t)
$3(t) = dh(t) = ua(t)
= h(t) = U“Tft)dt

- aus (1):

h(t) = /_t (a®e™ s(t') — ad(t') + o(t'))dt
= /t o? e s(t)dt' — a/t 5(t)dt' + /t S(¢)dt

o’s(t) /ot e~ dt’ — o - s(t) + 6(t)

fl

—at’

_aJ:—a-dﬂ+5@)

—~as(t) (7™ — 1) —a- s(t) + 4(2)
8(t) — ae™*s(t)

a%@)F

o

= H(jw) / S(t)e ™ dt — a/ e s(t)e Mt dt

= / 5(t)dt — o / e~ (ot gy
—00 0

e———(a+jw)t o0
- 1_0,[._____,__

~(a+jw) |,

o
= 1——a(0+ - ) =1- -
. o+ Jw o+ Jjw

v
T a4 jw

//altennative Méglichkeit zu Aufgabenteil a:
H(w) = U,(jw) / U.(5)
wl) = 630 O---e U(w)=pju-1
o (t) b0’ e 5(t) — ga-8(t) + - 5(t)

o



oo
F{¢-a2-e“°“-s(t)} = ¢'C¥2‘/ e—(a-{-jw)tdt
0
—_ ¢'a2 [ —(a+jw)t]°°
 a+tjw € 0
. —-¢.a,2‘[0_1]_ ¢_a2
S atjw T o+ jw

Fl{¢a-é(t)} =4 -a-1
Flp-5()} =¢-ju-1

2
. e .
= U(jo) = 25— 6-at g

¢ /(atjw)—¢-a+é jw

= H(jw) = P
o’ —ad? - ojw + ajw + (jw)?
o - jw+ (jw)?
_ v
T a+jw

w=0 = H{w)=0
1

T1

w-—o00 = lim H(jw)= lim —

= Hochpafl
¢) Darstellung der Dreiecksfunktion mit der Rampenfunktion r()

U, (t) = %’(r(t) —2r(t—T)+r(t—-2T))

da 7(¢) = s(t) und 7(t) = §(t) = 4(¢)

= Zweimalige Integration der Impulsantwort liefert Antwort auf Rampenfunktion,

bzw: im Frequenzbereich mit Hilfe des Intergrationssatzes:

S(jw) = %ﬁ(jw)wﬂ(ow(w):ﬁ—ﬁ(jw)  daH(0) = 0

R(jw) = jiwﬁ(jw)ﬂri(f))é(w)

1 1 .
== E_I_I_(jw) + 75(0)0(w)



- ¢-a2-/oo e~latiwt gy
0

~ ¢ - o? [e-—(a+jw)t]°°

_a+jw 0
. 2 0 2

B Ay P P A

o+ Jw o+ Jw
t}=¢-a-l
)} =¢-jw-1

2
.a . .
—_~¢.a+¢.‘7w
tiw

a4+ jw)—¢-a+ ¢ jw
¢ - Jw

2 — ojw + ajw + (jw)?

a - jw + (jw)?

ler Rampenfunktion r(t)

or(t = T) + r(t — 2T))

twort liefert Antwort auf Rampenfunktion,
tergrationssatzes: '

5(w) = j—i—zﬂm  daH(0) = 0
w)

3(0)6(w)

[~}
)

: == Realisierungsmoglichkeit 2 mit o =

_L e 1
v=0 J o
jw)—jw-g| _Jja _J
+ jw)? weo 0 «

—H(ju) + Z5(0)

e T + R(jw) - e77%T)
2
MHw) — —
)~ Gy
1 . —72T T —j2wT
—H(jw)e” +‘56(w)e )

w)

2 . 1 .
—— H(jw)e T 4+ —=H (jw)e T +
W);,_(J ) (]w)2~(7 )

—jwT + gd(w)e—jwaT)
¢4

H(jw)e T —

P -

N

) ad)

- e JWT _ 1)

Sl



Q
o
(o]

Fig. 1. Realisierungsméglichkeit 1 mit o = R_IC Realisierungsmoglichkeit 2 mit o =

mit S(0) = H(J“’) mit {'Hospital:
W=
dH(jw) - .
1
5(0) = |4 w) =" d‘./d ==
d‘l) w=0 J o
Nebenrechnung:
dH(jw)|  _|iletjw) —jw-j| _je _j
dw | g (a + jw)? weo @«

= R(jw) = = == H(ju) + ~6(u)

Jw W

> U, (ju) = gﬂ(E.(jw)¥2E(jw)-e-f°”+ﬂ(jw)-e-’w)

= R H () + Z5(w) -

7 Gaplt H(ju)e ™

2
(7w)?

. 1 .
_ Hi(s —jwT : —j2wT
0 e A e

To(w) = 22 5T T 50, 72T
+ qd(w) - d(w)e + Ol(5(w)e )

N - >4 AN o

22 () =4(w)

U .
= ;E%;H Jw) (26 T _ pmi%T 1)

i



Aufgabe 12

Hiufig benutzter Zusammenhang:

cos(wt) = -;: (ej“’t + e‘j“’t)
a)
z(t) = a(t)cos(wct)
5 X(jw) = Fla(t)cos(wet)}
_ %F{a(t)} « F{cos(wet)}
= EI;A_(jw) x F {-;— (ejw"t + e*jwct)} 1 o 276 (w)
= —;—_f_l(jw) * {517; [276(w — we) + 276 (w + wc)]}
= %_A_(Jw) * 0(w — we) + %A(jw) * 0w + we)
X(w) = gAGw— jor) + 5AGw +jwd
b)
A(jw) = F{Agcos(wst)}
1 fws —Jwst
— AO-F{—z—(eJ t e )}
Ajw) = Aor [(w — ws) + §(w + w;))
S XG) = Ao 60— =) + 5+, — )
+ %Aow [0(w — ws + we) + 6w + ws + we)]
X(jw) = —/—%E {6(w — we — wg) + 0w — we + ws) + 0w + we —ws) + 6w +we +w§)}
= |X(jw)| = X (jw), da reell | |
c)

Es handelt sich hierbei um Amplitudenmodulation. Wie man dem Fourier-
betragsspektrum entnehmen kann, entstehen durch die Modulation neue
Frequenzen (Seitenbinder). Ein lineares, zeitinvariantes Netzwerk hat je-
doch nur EinfluB auf Amplitude und Phase eines harmonischen Signals,
nicht jedoch auf die Frequenz.

Folglich kann eine solche Modulation nicht mit einem linearen, zeitinva-
rianten Netzwerk durchgefithrt werden!



(e}
-1
b
-]

Fig. 1. Realisierungsmoglichkeit 1 mit a = kl? Realisierungsmoglichkeit 2 mit o =

mit S(0) = \—%ﬂl—“’—),w:o mit {'Hospital:

S(0) = dgdgw) _ fracja _ 1
B - %—))‘ w=0 B J - o
Nebenrechnung:
dH(jw)| _|ila+iw)-ju-j| _je_j
dw |, (a + jw)? vy O«
1 1 T
R(jw) = o - () + - 5(0)

= U, (w) = %,9 (B(jw) — 2R(jw) - e + E(ﬁw) %)

U() 1 . T

= T((j—wﬁﬂ(ﬂu) + 55(‘*’) -
1

(Jw)?

1 . 2 . —juT 1 i) e—I2eT
= 'T“(UT)QE(JW) = (j—w)—ﬂ_(Jw)e + (jw)Q_H_(J ) +

£ 27 o T ‘
— R, —Jw —72wT
+ —d{w) d(w)e +\ d(w)e )

. S >

2 - —jwT __
Gup e

H(jw)e 72T 4 25(w)e“j2“’T)

2 50) 24(w)

= w—H(jw) (2677 — g7%T — 1)

i



Aufgabe 13

a_) _
H(jw) = F {A(t)} mit

dann es ist ja:

Eingang — Ausgang
3(t) — h(t)
5(t) — At)
$0(t) — Sh(t) = ua(t)
= h(t) = / Ua(t) 4y

¢
aus (1):
h(t) = /t (e s(t') — ad(t) + S(t'))dt’

t
= / aze“"t's(t')dt'~a/ 5(t')dt'+/ §(t")dt’
—0 —co

= a’s(t) /Ote‘“t'dt'~—a-s(t)+.5(t)

~at

- a?s(t) [e ]:——a~s(t)+_6(t)

= —as(t) (e = 1) —a-s(t) +4(t)
= §(t) — ae”*s(t)

o

= H(jw) = / 5(t)e Htdt — o / e~ s(t)e I dt

—CQ

lo o] [o o] .
= / 5(t)dt — o / e~ (@it gy
—00 0
e-——(a+jw)t e
= 1—'(1[ - } _
—(a+jw) |,
= 1—a(0+ L ) =1-—2
o+ jw o+ jw

Jw
o+ Jjw

//altennative Moglichkeit zu Aufgabenteil a:
H(jw) = U,(jw) / U.(jw)

u(t) = $:0(t) O-—-9¢ U(jw)=¢ jw-1
va(t) = ¢-a e -5(t) — da-6(t) + 4-5(t)

k
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5. Aufgabenblatt

Aufgabe 14: Aktives RC-Differenziernetzwerk

Aus einem Operationsverstiarker mit endlicher Verstirkung v, einem Ohmwiderstand R und einem
Kondensator C wird ein Differenzierwerk nach Bild 14.1 aufgebaut. Das Ausgangssignal u,(t) ergibt
sich aus der Differenzspannung uy(t) multipliziert mit der negativen Verstirkung v
(u,(t) = =v-uy(t), v>0). Der Operationsverstirker zeige ideales Eingangsverhalten.

uz(t)

ul(t)lc

Bild 14.1 Differenziernetzwerk, realisiert als aktives RC-Netzwerk

a) Wie groB sind Ein- und Ausgangswiderstand eines idealen Operationsversirkers?
b) Geben Sie die Ubertragungsfunktion H(jo) = U,(j®)/U,(jw) an.

c) Zeigen Sie, daB fir eine unendlich groe Verstirkung (v — o) u,(t) = k-u,(t) gilt, d.h. daB
das Netzwerk als idealer Differenzierer arbeitet. Wie grof8 ist k in diesem Fall?

d) Bestimmen Sie fiir den nicht-idealen Fall (v <o) die Fourier-Transformierte U,(j®) des Aus-
gangssignals u,(t), wennu,(t) den Verlauf nach Bild 14.2 hat.

An ()

2T

Bild 14.2 zeitlicher Verlauf von u,(t)

e) Wie lautet die Fourier-Transformierte U,(jw) auf das in Bild 14.2 gegebene Eingangssignal im
idealen Fall unendlicher Verstiarkung (v — o=)? Bestimmen und skizzieren Sie auch den zeitli-
chen Verlauf der Fourier-Riicktransformierten u,(t) .

Aufgabe 15: Netzwerkanalyse - RC-Kette

RC-Ketten werden in der NF-Technik oft als Spannungsteiler oder Phasenschieber verwendet. Sie be-
stehen aus hintereinandergeschalteten, elektrisch gleichartigen RC-Gliedern. In Bild 15.1 ist ein Vier-
pol gezeichnet, der aus einer zweigliedrigen RC-Kette besteht.



II(J;(O) e Iz(jfl)) € L(jo)

0 | l | | % O

U, (o) | P R| ||U,Go) R U,(jo)
A\ \
O~ O O

Bild 15.1 zweigliedrige RC-Kette

a) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktionen H,(w) = U,(jw)/U,(jo),
H2(j ®) = U3(jw)/U,(jw) und H _ges(_](l)) U;(jw)/U,(jw) als gebrochen rationale Funktio-
nenin (jow), wenn U, (jw) die Fourier-Transformierte des Elngang331gnals und U;(jw) die Fou-
rier-Transformierte des Ausgangssignals ist.

b) Bestimmen Sie die Differentialgleichung des Netzwerks und geben Sie begrundet dessen
Ordnung an.

c) Bei welcher physikalisch sinnvollen Frequenz ®, besteht zwischen Eingangs- und Ausgangs-
grofle eine Phasendifferenz von 7?

d) Um das Wievielfache ist U, (jw) betragsmaBig groBer als U;(jw) bei der unter c) berechneten
Frequenz w,? Zeichnen Sle den qualitativen Verlauf der Ortskurve von ngs( jo). Geben Sie

den Filtertyp des Netzwerks an.

e) Warum ist H, (jo) # H,(jo) ? Geben Sie eine (idealisierte) Losung fiir die Innenbeschaltung der
,»Black Box“ in Bild 15.2 an, damit H,(jo) = H,(jow) wird. Wie lautet dann H, s (1®)? Wie

bestimmt sich demnach ngs( jm) einer ,,1deallslerten“ RC-Kette mit n Gliedern?

I, (jw) L (jo) LGw) . ,C  L(w)

—>——| O > > O
Black '
u,Go) | D U,(j®) Box R U,(jo)
O | O O

Bild 15.2 zweigliedrige RC-Kette mit Black Box

Q

-

C

Aufgabe 16: Laplace-Transformation einer abklingenden Rampenfunktion

a) Bestimmen Slc die Laplace-Transformation einer abklingenden Rampenfunktion
x () = t-e -s(t), (a>0).

b) Fiir welche Werte von s = ¢ + jo konvergiert das Laplace-Integral? Zeigen Sie, dafl das Ergeb-
nis auch fiir komplexes o0 = a+j - b, a, b R gilt und welche Bedingungen nun in Abhéngig-
keit von a und b erfuillt werden miissen, damit das Laplace-Integral konvergiert.

¢) Berechnen Sie mit dem Ergebnis aus a) die Laplace-Transformation einer Rampenfunktion, die
mit einer Kosinusfunktion moduliert wird: x,(t) = t - cos(wgt) - s(t).
-2



Theoretische Elektrotechnik II, Musterlosung
Aufgabe 14: 2)R, = o,R, = 0 (ideal!)

b)
1
I(jo) joC R
——e—{ o Uyj) = v+ UyUo)
Ql(ico)lC) le(J'CO) U, (o)
—& -O
U,Go) = 1)1 +R) + o) Uy(0) = () + Uylio)
PS 1Go) = (U, (o) - UyGe))joC
U, (o) = U, (o) - Ug(jo) +joRCU; (o) - Uy(o) + Uy(io)
U, (@) -joRC = Uy(jo)- (1+joRC)-U,(w)
U, (o) joRC = —U (o) - (1 +joRC)-U, (o)
©)- JORC = (o) (-1 12RC _
U, (o) - joRC = UyGo) (-1 -12RE 1)
C N - -y [ 1+joRC+y
U, (@) -joRC = UyGo) - (-LHLERELY)
LN U,(o) _ JjvoRC
@ Hye) = U (o) 1+v+joRC
, LN jYyoRC  _ .
vl-l—l;nooﬂ(]w) vl-l—l>noo 1+V+j(.0RC J(DRC

Mit u,(f) = k-, (f) ergibt sich:
U,(jo) = k-jo - U(jo)

U, (o)

400 = 4 Gay

= k-jo Vergleich ergibt: k& = —RC



d)
u () = Uy(s() - 2s(t—=T) +s(t - 27))

e o]
U (o) = U, js(t)e’m dt-2 J‘s(z—T)ef dt+ .[s(t 27T)e 7™ gz
—00 -0 -0
0 (v} o0
= U, Ie_Jmtdt—Z Ie_Jmtdt+ J‘ e 7
0 T 2T
_ -1 ot oo_ -l ot * __1_ —jot )
UO(j Le ]’0 ij[e ]IT+jo) ]'2T
U . .
— _._(_)(1__2 jO)T+ejQ)2T)
j®

JvoORC Uy (1_2 ]mT+e—jm2T)
1+v+]oaRC jo

_Uz(jw) = f_{(]CD)Ql(](D) = -

vRC —ol | —jo2T
: - +
1+v+joRC Yp(l-2¢ € )

¢) im idealen Fall (v — o) erhéilt man: U, (jo) = —RC - Ug(1-2¢7°7 +¢7%")

[0 o]

1 . 1 ~oT , —jo2T, jot
uy(t) = F {Up(jo)} =5 j—Rc-UO(1~2e +e7°N e do
Korrespondenzen: 1 &0 ()

7T &0 §(t-1)
7T e—0 §(1-21)

uy(£) = —RC ~Uy(8(t)~28(t — T) + 8(t - 2T))




Aufgabe 15

a) Hp(jw) =7
Spannungsteiler
) Us(jw)
H,(jw) = =2
R jwCR .
= : = Hy(jw)
R+ ]wc T 1+ jwCR
ﬂl =7
Ersatzschaltbild mit Z(jw) — Spannungsteiler
: Z(jw) jwCZ(jw)
H = =
B09) = Gy + 2o T+ 7wClia)
Z(jw) = 7
1, R(R+ze) R R+ jwCR?
Z(jw) = R||(R+ - C) — ( J C) JwC +?wC’R
juC’ " R+ R+ 4 2R+3i; 1+jwOR2
H (o) = 1 + jwCR2 jwCR+ (jwCR)?
Saue) = 14 2CREEGuCRY ~ = 1+ 2jwCR + jwCR + (jw)2(CR)?
SN (jw)*(RC)? + jwRC
~ Hi(w) = (RO £ 50RC 11
. . . jwRC(jwRC + 1) JwRC
= H . = .
f;{_ges(]w) —1(.7‘-‘)) ﬂ2(]w) (]U))2(RC)2+3]wRC+1 1+](JJRC
. iw)2(RC)? ’
Hyosli) = it BO)
(Jw)*(RC)? + 3jwRC + 1

b) Die Ordnung des Netzwerkes ist 2, da die hochste Potenz von (jw) in

.Iiges (]w) 2 ist,
handen sind.

bzw. weil im NW 2 unabhingige Energiespeicher vor-

—w?R2C2
LJW):1~wmw+mmC
_W?R20?
‘ VA= PR F WBROPS O Feaer
—(wRC)? J— ﬁg%cc_ﬁ

V({1 — wRC)?)% + (w3RC)?
wo3RC

- — T =
= arctan 1= (WO 7 0)2 T
we3RC _
—>1—(w0RC')2 0 —wy =0



I—Iiges(jwo)l = 0
= Us(jwg) = 0 (oo -fach grofler )

Es handelt sich um einen Hochpafl.

e) H;(jw) # Hy(jw) , da das 2. RC-Glied Riickwirkungen auf das erste hat.

Die Innenbeschaltung der Black Box besteht aus einem Trennverstirker
mit Verstirkung 1 (Spannungsfolger). Hierdurch wird eine Entkopplung

erreicht.

-H-ges(jw) = _Hﬂ.(]w) ‘ QQ(J‘U)
(jwRC)*?  —w?R2C?
(14 jwRC)?2 1 — w?R2C?2

Fiir n hintereinandergeschaltete RC-Glieder:

ﬁ-ges(jw) = g?(]w) _1_12(.7“‘2 DI E?(le

n-mal
= Hoe,(jw) = [ﬁz(jwﬂn:(l—(ﬁ%ﬁ



~—

.’.Cz(t)

= X, (s)

t - cos(wot) - s(t)
1, . .
t- 5(6""” + e774%)s(t)

L{za()}
I {%tej‘”Ots(t)} 4L {-;—te“j“""s(t)}

- + -
(s + jwo)? (s — juwo)?
(s — jwo)® + 2(s + jwo)?
(5 + juwo)? - (5 — jwo)?

2(s* — 2jswy — wi + 5 + 2js5w0 — W)
(s* + wi)?
s? — wd

[EEE



Im{H(jw)}
A

— P Re{H(w)}



Aufgabe 16

z,(t) = t-e *s(t)
= X,(s) = L{t-e*s(t)}

o0
= / t-e e tdt
-

o0
= / t-e (toktgy
Q

partielle Integration: f: wodt = [uv]’ — f: uv'dt, mit u’ = e~ und v = ¢ folgt:

[ ]
= X,(s) = / ¢ e~ (sttgy
0

1 o * 1
—_ [_(___e—(s+a)t . t] i / ___e~(s+a)tdt
0

5+ a) o - (s+a)
1 i 1 <
— = o(sta)t . —(s+a)t
= e 4 >€
(s+a) o (s+a) -
1
T (st a)?
b) allgemeiner Fall von a:
0 fir Re{s+a}>0
tlim g ot = unbestimmt  fiir Re{s+a} =0
e 00 fir- Re{s+a} <0

—Ist @ € R, ergibt sich als Konvergenzkriterium: ¢ > —a
—Ist & = a + jb komplex, so ergibt sich als Konvergenzkriterium:

im e—(3+a)t = lm e—(a'+jw+a+jb)t
t— o0 t—o0
= tlim g-lotalte=iwtblt « o5 fiir g4+a>0
—00

: bzw. ¢ > —a
da Re{oc+jw+a+3b} >0 & o+a>0
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6. Aufgabenblatt

Aufgabe 17: Laplace-Transformation

Gegeben ist die Laplace-Transformierte X(s) = —1 . Es soll die zugehorige Zeitfunktion

x(t) bestimmt werden. s? - (s2+wy?)

a) Zerlegen Sie die Funktion in Partialbriiche und transformieren Sie diese gliedweise in den Zeitbe-
reich. 1
Hinweise: 1) £{e ™ s(t)} = ——

sta
2) e = cos(x) + jsin(x)
b) Wenden Sie den Residuensatz an.
Hinweise: x(t) = ZRes[)_((si) . esi(t)] - s(t)
l m; - 1

Res[X(s) -] = —L . 4 x(s)-e™ (s—5)™__
(m;— ) 4™ s=

S.

(]

mit s; = i-ter Pol von X(s); m; = Ordnung des i-ten Pols.

¢) Nutzen Sie den Integrationssatz der Laplace-Transformation.
t

Hinweis: {1{1 -)_((s)} = [x(®)dr

s

.
Aufgabe 18: Netzwerkberechnung mit Hilfe der Laplace-Transformation
Eine Rampenfunktion i (t) = A - t-s(t) ist das Eingangssignal eines beidseitig mit dem Ohmwider-

stand R abgeschlossenenen RL-Netzwerkes (Bild 18.1). Das Netzwerk sei fur Zeiten t <0 energie-
frei.

ie (t) L ia(t)

©
0

Bild 18.1 RL-Netzwerk



a) Zeichnen Sie das Laplace-Ersatzschaltbild des Netzwerkes in Bild 18.1.

b) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion H(s) = I.(s)/1.(s) des Netzwerkes. Welche Filter-
charakteristik weist das Netzwerk auf? Begrtindung!

c¢) Bestimmen Sie die Laplace-Transformierte 1 (s) des Eingangssignals.
d) Bestimmen Sie die Laplace-Transformierte I (s) des Ausgangssignals.

€) Berechnen und skizzieren Sie den zeitlichen Verlauf von i (t).

Aufgabe 19: Laplacetransformierte eines Impulses und eines periodischen Signales

Gegeben ist das periodische Signal nach Bild 19.1.
L xX®

20, ®, (O7
Bild 19.1 Periodisches Signal x(t)

Fiir x(t) gilt:

0 firt<0
x(t) = | sin(wgt) fiir 2kn < 0t < g +2kn
0 sonst

a) Bestimmen Sie die Laplace-Transformierte des ersten Impulses.

b) Bestimmen Sie die Laplace-Transformierte des periodischen Signals. Sollten Sie die unter Hin-
weis 2) angegebene Formel verwenden, so zeigen Sie, daB3 die angegebene Bedingung auch erfiillt
wird!

Hinweis: 1) Das periodische Signal 148t sich darstellen als die Summe von zeitverschobenen Ein-
zelimpulsen.

2) Die Formel 2 X< = ﬁ gilt auch fiir komplexes x , wenn |x] < 1 ist.
k=0

»
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Aufgabe 17: a)

X(s) = 3 21 7. 2 1
P red) (s jepsdoy)

xo)-4+8. € D
S2 s stjo, s—jo,

AT+ @)+ Bs(s” + o) + Cs”(sj0g) + Ds’(s + o)

2.2 2
s (s +wp)

B As2 + Am(?; + Bs3 + Bsoa(2) + CS3-—Cs2jcoo + Ds3 + Dszjao0

s2(s2+co(2))

@

Koeffizientenvergleich:
O dol=1=>4a=1
s Aoy =1 = ==

o

1 2 0
s Bco0=0=>B=0

1 A-Cjwy+Djo,=0 => B=0 (1)

. B+C+D=0=> C=-D @)
. . . . : 1
@)in(l): A-CGoy-Cjoy = 4-2Cjo, = 0 = 2Cjw, = -3
©o
2(.03 2(1)3
0 0
1 L 1
0l 207 20
= X(8) = ———J 5T
l 2 s+jo, {—]mo
1 1 "‘_]Cl)ot . 1 _](Dot
x(t)=——2--t-s(t)—j——§-e s(t)+J———§-e s(2)
®, 20, 20,
—jogt  j@ot
= _15 t-s(2)+ 1 . (e Ol _ %0 )s(t) = (-—15 : t———1-3— : sin((oot)]s(t)



b)
Polstellen: s; = 0, doppelter Pol=> m| = 2

§5 = —j®,, einfacher Pol => m, = 1

sy = j®, einfacher Pol => m; = 1

. i) 1 d st 2
berechne Residuen: Res[/l’(sl)e [] =1 Z;[X(S)e (s—s;) ]

_ _cz[ 1 }
ds 32+cog

S= 8

s=0

Cost, 2 2 t
te’ (s +m0)—es 2s

2 22
(s" +ap)

2, 4.y
(Joy) (-2jo,)
_ 1 o

2j03(3)

Res[X(s3)eS31] - 61"!' (X(s)e™

1 st
.—_'—-_-oe

52(5' +j030)

§ = jay
1 J oot
2. ¢

(og) 2o,

-1 J ot
——— g e

ijg

x(t) = ZRes = [—4—-———( Tl _ ]030 )J (1) = [—-—- z‘——1§ sin

N 2]c00 ®y O

(coot)Js(z)



1

2 2
(s" +oq)

11 _1
L= L dv'dr
{2 (s> +m0)} J‘J {(s +c00)}

t T
= j J.—l(—) - sin(@,t')dr'dr

0

X = 5

NO

T

1 ,
~—(;J—2- - cos (@t )] dt
oo 0 0

- I

0
t

= lz I(l—cos(coor))dt
0)00_

1
R

-~
ok

] (cos(wyT)—1)dr

O

t
1 1 .
- Z[T*m sm(mor):l
g 0

' = %(t—;ﬂl—sin(wot))

®, 0

0

Also: x(t) = (—15_ . t——1—3- : sin(wot)Js(t)
COO mo -

s(t) kann gefahrlos dran multipliziert werden, da fiir t und © > 0 integriert wurde.



Aufgabe 18

b) Form eines komplexen Stromteilers!

v o_ L _ 1 1 2 (1+1>
— 7 R|R EE E R R'R
1
Y, =
=2 R +sL
L,(s)
H(s) = =
H(s) .065)
1 1
_ Yo _ ®isk Rl
= =72 1 _ = 2Ry2sLiR
Y, +Y, £+ R+sL 2R%’Risf)
R
_ (R+sD)R _ R
= T3Ry2sL
ﬁgﬁ 3R+ 2sL
H(s) = _t mit’r—Lfol : H(s) = 1
T 3+s-2% B g =
FILTERCHARAKTERISTIK: Betrachte Betrag von H(jw)
1 1

hierzu: s — Jw = |H(jw)| = L]~
13 +iw2g| /9 +u24L;
R

Anschauliche Begriindung:

w = 0 Spule KurzschluB, ohmscher Stromteiler
w — o0 Spule Leerlauf, unendlich grofler Widerstand

== Tiefpaf}

L(s) = L{i(t)} =7

[o,¢]
= Ate tdt partielle Integration

- Il

> 1 —sti00
= Q-0+ A () e
A
A . .
I(s) = 2 mit Re{s} = Re{o + jw} =0 >0

Ansonsten konvergieren die Integrale bei * und ** nicht.



Fig. 1.

Aufgabe 19
3)

or(t) = sin(wot)s(t) — cos(wo(t — %))s(t - ig(;)

L{sin(wet)s(t)} = L{, 1/24 (e?“0t — e774) 5(2) }

1 o0 & ] X
— (/ erot ——stdt / e—]wote—stdt)
.7 0

1 oo )
— < —(s—]wo)tdt / e——(s+]wo)tdt)
25 0
-1 ([ —(s—jwo)t] ”_ [_ 1 e~(s+jwu>t] m)
2.7 s — .7“-’0 0 ‘ s+ jwo 0
1 1
B E(S—on 5+jwo>
1 s+ jwg— s+ jwp
9 $2 +wd
= wxa

analog: L {cos(wot)s(t)} = m

= L{xT(t)»} 2 ‘iow 52 —iwze T = Xor(s)
b)
2(t) = zr(t) + ot — 2_) toplt— 2y

Wo



= X(s) = Xr(s) +_)£T(s)e—si—g +£T(s)e_si—g I
= XT(S) (1 + e—sf}—’(; + e—s:—"; RN )

e}

I3 (]
= Xz(s) Y, (¢7%)
i=0
1
= Xr{s) T
. Wy . S —s5t- 1
= X (82+w3 St 0)1—6‘53—3

Die Formel fiir die geometrische Reihe kann angewendet werden, da

2m

Re{e Pw} = Re{e—('sﬂw)%’g}
_§2m —jw 2
= Re{e "wo - v}

= et Re{e—jw"%}

Da § > 0 (sonst konvergiert das Laplace-Integral iiberhaupt nicht), ist

g2
et <1 (da Exponent von e negative)

und

'Re{e"jwi—g}

= 0% -Ré{e"j‘”%’é <1
N ————
<1 P

<1 da Re{e %} ren = cos(k) <1



Universitat Kaiserslautern
Theoret. Elektrotechnik und Opt. Kommunikationstechnik
Prof. Dr.-Ing. R. Zengerle

Theoretische Elektrotechnik I1
7. Aufgabenblatt

Aufgabe 20: Netzwerkanalyse mit Hilfe der Laplace-Transformation

Gegeben ist ein Netzwerk aus einem Ohmwiderstand R, einer Spule L und einem Kondensator C nach
Bild 20.1. Die Anfangswerte firt = 0" sind u (t = 0) = Ugy, ij(t=0) = I},.

u,(t) = up(t)
uc(t)

Y

u(1) <> R Tc

o

Bild 20.1 Netzwerk aus Ohmwiderstand R, Spule L und Kondensator C

a) Bestimmen Sie die Differentialgleichung der Ausgangsgrofe u,(t) .

b) Transformieren Sie diese Differentialgleichung in den Laplace-Bereich. Beachten Sie dabei die
Anfangswerte!

c¢) Zeichnen Sie das Laplace-Ersatzschaltbild und beriicksichtigen Sie dabei die Anfangswerte.

d) Geben Sie die Ubertragungsfunktion H(s) = U,(s)/U,(s) des Netzwerkes an.

Die Bauteilgroien (R,L,C) des Netzwerkes seien nun so dimensioniert, daf der aperiodische Grenz-
fall eintritt.

¢) In welcher Beziehung miissen die Bauteilgr6en demnach stehen?

f) Wie lautet dann die Nullerregungsantwort uNE(t) des Netzwerkes mit den gegebenen Anfangs-
bedingungen?

g) Das Netzwerk werde nun noch mit u (t) = U, - s(t) erregt. Bestimmen Sie die gesamte Antwort

des Netzwerkes u, (t) unter Verwendung der Laplace-Transformation.

h) Gegen welchen Wert strebt die Ausgangsspannung u,(t) fiir t — o ? Begriindung oder Rech-
nung!



Aufgabe 21: Laplace-Transformation

Gegeben ist das lineare Netzwerk nach Bild 21.1 aus einer Spule, Kondensatoren, Ohmwiderstinden
und Schaltern. Fir Zeiten t <0 seien beide Schalter gedfinet. Die Kondensatoren C; und C, seien

fir t <0 bereits auf die Spannungen uc (t<0) = 2U, und ucz(t <0) = U, aufgeladen. Zur Zeit
t = 0 werde der Schalter S, geschlossen. Der Schalter S, bleibe bis zum Zeitpunkt t = T geoft-

net.

R R Cp=C=C
u(:l(t)J — G
L
=0 :,( C2 == | ve,®
Si
t = T‘ S,
i(t)

Bild 21.1 Lineares Netzwerk aus einer Spule, Kondensatoren, Ohmwiderstinden und Schaltern

a) Welche Ordnung hat das Netzwerk fur 0 <t <T ?

b) Zeichnen Sie das Ersatzschaltbild fiir den Laplacebereich fur Zeiten 0 <t <T.

c) Verifizieren Sie, dafl bei dem Schaltvorgang keine elektrische Energie verloren geht, d.h. daf
uc (07 = uC](0+) und uc (07) = uC2(0+), und berechnen Sie uc (T) sowie uc (T) fiir
T — oo mit Hilfe der Grenzwertsatze der Laplace-Transformation.

d) Berechnen Sie die Zeitverldufe uc (t) und uc (t) und skizzieren Sie diese in einem gemeinsa-
men Diagramm.

€) Berechnen Sie die bei dem Ausgleichsvorgang in den Widerstanden entstehende Wirmeenergie.
Nach hinreichend langer Zeit, d.h. nach Abklingen aller Ausgleichsvorgiinge, werde der Schalter S,
geschlossen. Dieser Zeitpunkt werde mitt = T bezeichnet.

f) Zeichnen Sie das Ersatzschaltbild im Laplacebereich fir t>T.

g) Berechnen Sie die Laplace-Transformierte des Stromes i(t) durch die Spule und fiihren Sie die
Riicktransformation in den Zeitbereich durch. Gehen Sie vom Fall der schwachen Dampfung aus
und skizzieren Sie i(t) fir T< t<eco.
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Aufgabe 20:a)

0 () = ip(t) +is(2)
> R ORIAG ) u (1)
, 1 zR =
ue(t)lCD T4 . du (1)
io(t)=C- 7
up(t) = u,(t) —u,(t)
di (1)
| L= = u,()—u,()
i = igtic
® fefa i‘;‘3+ C-u
L R a
-1 -1 1
ua+ﬁ"ua+ﬁ.ua = Z—C-,-ue
b)
Information: © o 2
L{x(0)} = j O dt = [x(H)e” ]lo_— j x(0)(=s)e dt
0 © | 0
= -x(0 )+ J-'x(t)e_Stdt = sX(s)—x(0 )
o
b L{X(t)} - L{u(1)} = sLiu()} - u(0” )= sL{()} - x(0 )
‘ =5 (sX(s)- x(O )} -x(0 ) = s X(s) s - x(O )— x(O )

sUL(s) 1

N S
2 C cu (0 )+ ()—LC U,(s)

STU () =5 u (07 )—u (0 )+

U(s){s +1'€}ES+LIC}=ZIZ§ (s)+u(0 ) 1()+u(o )



<)

Information:

+
i i) =i +1;
Spule mit Anfangsstrom: i,(f) = i;(#) +1 Los(t)
. + -
Der Spulenstrom setzt sich zusammen aus einem Anteil i, (£), der fiir ¢ = 0 Nullist, und dem An-
IL
fangswert, der bei ¢ = 0 einsetzt. => [, (s) = (s) + 2

Kondensator mit Anfangsspannung: #~(¢) = uC(t) + Ucos(t)

Die KondénSatorspannung setzt sich zusammen aus einem Anteil uzv( t),derfirt = 0 Nullist, und

U
dem Anfangswert, der bei ¢ = 0 einsetzt. => U C(s) = (s) + %
s
{ L(S )
.[ © 1 -+
+
1;(s) Lo o — ¢ Uc(s)
U, (s) i s sC
i Uc(s)
Or's:
O,
\
O
=> Ersatzschaltbild: {_LQ
~ s
1;(s)
sL Lp(s) 1c(5)

_z_f,,(siO S ___.LU : Q():g;())
O =

o .

d) u 4(#) setzt sich zusammen aus der Nullzustandsantwort und der Nullerregungsantwort. Die Ubertra-
gungsfunktlon lasst sich nur aus der Nullzustandsantworc bestimmen. => Anfangswerte = 0:

2 11
5
.Qa(s){s rC® LC} LC —e(s)

_ U (s) LC
)= o® " 2.1 .1



e) aperiodischer Grenzfall: beide Eigenfrequenzen des Netzwerks stimmen iiberein! Betrachte Nenner der

Ubertragungsfunktion: N(s) = s+ ﬁlas + LLC
Eigenfrequenzen: N(s) = 0 <=> s2 + —1—-5 +-L = 0
RC  LC
o =1 1) 1
L2 2rC™ LC
aperiodischer Grenzfall: <0 = - 2 I ()
Damit der aperiodische Grenzfall mit der Eigenfrequenz s , = —z—li—é eintritt, muss gelten: L = 4R C.

f) Nullerregungsantwort des Netzwerks:
Betrachte Laplace-transformierte Differentialgleichung aus Aufgabenteil b):

U (s){s2+—l—s+—1-} =L U ru 0 )(s+R1J+u'a(o’)

a RC LC LC
W__/ \(J
2
= (S + —-1-2) siehe e) = (, da NE-Antwort gesucht
1
. u,(0 )(SJF]}_J +u, (0 )
¥ (S) - 1 2
(s 451
2R

Bestimme nun u (O ) und (0 } mit Hilfe von Anfangsbedmgungen und Netzwerkstruktur:

,Ou 07) = ua(r=o= ) = uc(t=0") = Ug,
| u u

i u R |
- _ - _Ic . S a__ L Y
U, =u-=—= und i = ij—ip =ij—— = ij—F=>u,==—-=

i=07) we=00) I, Ug

) t ] 0- =0 e —
g ) C RC Cc RC
T U | I
IJ Lo Co L
U + 40
NE Co y C RC _ UCoS_+ C
uy(s) = .
1
) e
2R . 2R

NE 9



Residuensatz mit doppelter Nullstelle im Nenner (Polstelle) bei 55 = —=——:

L
Uns+ =2
ReS[:UNES esoq = 1 .v_d_ __..C(.).:.g—_c._.eSt.(s-{—_l_Jz
Za 0 (2—1)! dS( 1 2 2R
S+ —
" 2R
I
_d st Ly st
_dS[UCOs e +— ] 1
I
L
—UCO(et+st s’)+—c—,°-t ot
I .
_[ (_gLUcO ] 2RC
Co \C 2R

1

2RC




g) Die gesamte Antwort des NW ergibt sich aus der Summe der N u]lerregungs—
antwort {siehe f)) und der Nullzustandsantwort.

= Nullzustandsantwort uNZ(t) = 7

Erregung: ue(t) = Up-s(t) Sprungerregung
Ui .
L) = Liu®}=2

= Mit aperiodischem Grenzfall (siehe e)):

UY?(s) = H(s)-Us)
j___ . UO ‘ NZ(t) 7
(s+ 2—1%5)2 s -

Residuensatz mit einfacher Polstelle so = 0 und doppelter Polstelle

=i
e 50=0
1 d | U 1 1-et
NZ sot] _ LEX 0 22T (s—0) Y e
Res[Qa (30)3 ] (1_1)! ds() LC s (s+—l——)2 (3 ) ls—o
2RC
- U() 2 2 . -
= 1o -4R°C mit Ergebnis aus e))
= U,
S
1 d {U 1 est - 1
NZ sit) o+ ¢4y - c . ——)?
Res [0 (s1)e”] @—1)! ds |LC s (S+;)2 (s+2RC) o=t
2RC-

Uy te"‘ts—e"‘
- LC s2 $=—33c

= o480 (t(gg) ~1) e
= 1o O (t\—3gg) Y
= Uy (1+’é£0)e“'§5

> uVi) = Uo{ (1+2Rc)e—z-z§'c‘}s(t)

ua(t) = ubE(t)+u)?(t)
Uco

ug(t) = {[Uco + (%9 - ’272‘5) t] +Us [ (1 + -Z-—R%)]}e“ﬁ%s(t)




h) lim; o0 ue(t) = 7 2 Lc‘isimgswege moglich:
1) anschaulich:

e Nullerregungsantwort klingt mit zunehmender Zeit, im Unend-
lichen bis auf Null ab, da die anfangs gespeicherte Energie in
Spule (10) und Kondensator (Ucg) im ohmschen Widerstand R
in Wirme umgesetzt wird.

e die Nullzustandsantwort nihert sich mit zunehmender Zeit dem
‘Erregungswert Uy, da nach anfinglichem Einschwingen beim
Einschalten die Spannungsquelle u, (%) als ideale Gleichspannungs-
quelle betrachtet werden kann, die als unendlich lange einge-
schaltet angesehen werden kann.
=> Spule: Kurzschlufl .
= Kondensator: Leerlauf :
= Gesamte Spannung fallt iiber dem Widerstand R ab

Y fmuat) = Jm () + lim wl0)
= 0+Uo

Jim u,(t) = Up

2) Endwertsatz der L-Transformation: limy oo 2(t) = lim,_,0 sX(s)

Uy(s) = UdP(s)+Uq*(s)

4a(07) (5 + 7<) +1a(07)
- a ( Rf) 5 b : +1(;j—g' 11 2% siehe f) und g)
(s+ zz) (s + 20)
Imu() = m@6)-s) |
_w) (s+ 7z + %a(07) LU 1 l ®
(ra) (k) |
3RC _3RC
= 0+ Z(% . 4R2C? mit Ergebnis aus e) ('
tl—i}gou“(t) = U
Aufgabe 21 .

a) Es sind C; und C; fiir t > 0 keine unabhingigen Energiespeicher
— NW ist 1.0rdnung



Aufgabe 21

b) —{___F > L+
20, U,
EC_I(J:)1<>l 5 C)l S Uugls)
— 1 — 1
A
zu d) 20, ~—— U, (})
. EU ————— ———
U Uald
» ¢

- zug)

-0 flirt—




Aufgabe 21
c)
2U0 1 1
2RI _— —_—— ] =
— + ()+ O+ I(s) (C’+SC> 0
1 22U,
U, (s)=—1I(s) el —3—0
_ 1 Uo
g—c2(s) - :_[..(S) SC + —
aus (1): I(s)- 2R+ %] =% dann:
Uy C
1(s) 2 SRC+1
Uo 1 20U,
U = ——
= Uals) 2s SRC +1 + s
Uo 1 Uo

Uals) = 55 sro71t s

zu zeigen: Ua(07) = 20Uy = Uy (01); Ug(07) = Uy = Uxa(0%)
Anfangswertsatz der Laplace-Transformation:

U 1
+ — i . = i _.__2 -— =
Ual0) = Jigs Uals) =g =% spoy1 T2 =%
U,
+y 0. —
U.(0") = 31_1+ms U,(s) = 31_1&10 5 IRCT1 —— 4+ Uy =Up
Endwertsatz der Laplace-Transformation:
UalT = 00) = lims-U,y(s) = lim———ol— +20p = 2T
30 <l s—0 2(3RC -+ 1) 2
Uy 3
Ua(T = 0) = ll_I’nS Uy,(s) = 11m +m +Uy = __2-U0

d)mit Erg. aus c):

.. [2 1 1/RC '
Ua(s) =l |575573 +1/RC’]
[ 1 t '
ua(t) = U |2-s(t et RC’tdt]
1 0 ! - 2RC " J,
= UO 2 . s(t) + _;_ . (e-llRC-t . 1) . s(t)]

ug(t) = %9 - [3+ e VEC]  s(2)

(1)

(2)



1 1 1/RC
U = =
Us(s) = Uo s 25 s+ 1/120]
_ [ 1 b _yrCt
’U,CQ(t) = Uo hS(t) + % \/0\ e dt

= U :s(t) - % (e7MECt 1) - s(t)}

un(t) = — - [3—e VRO . 5(t)

e) Aus Energiebilanz
Q = MW =W(E<0)-W({t— ).

1 1.9

(10 9 N P
8)
I(s) = I,(s) + I,(s)
1 3 U
I -sL+1 —_— = = . . —sT _
1) oL+ L) [R+ o] - 3-8 e T =0
1 3 U
I -sL+1 B4 — — .22 —sT _
I(s)-s +_2<s>[ +SC] 3.0 g
(5) +(6) 2L(s)-sL+I(s)[R+L]—-3%-eT=0
3Uo 1
= I(s)= . e—5T
L FTET o
h) Riicktrafo I(s) e i(t):
1.Moglichkeit:konventioneller Weg
Pole von I(s) =7
dazu 2 +s- £+ 7==0
o pe-ta a,
/2 = 4L J 16L2 2LC =74 J 5IC  16L2

<0 wegen schwachgedimpfter Schwingung

Partialbruchzerlegung:von I'(s) = I(s) - e=*T
I'() = 4 __ 5
. . 2
(s— (& —iVas — ) (- (=& +ivVac— %)

R . 1 R2 R . 2
A-(s+& —i\ae — ) + B (s+ & +iyze — )

2 LB . N
$°+s-37 +3c

E17%
2L

2 R 1
8 +s-3; + 350




Koeflizientenvergleich:

s': A+B=0 ~ A=-B

R 1 R 30y
0. ——» . — ——— 8
2 pAFBI i gzs e (FAY B =3

-1
w1 R
= B=-A=77 (] 5LC 16L2)

30, 1 1 1
' I 3ze ~ 16I2 3+zf:+J 3LC ~ 16L7 5+4‘E—J\/m“m—z
Sl = 20 1 et {e’V "ot - Ve } s(t) ®

oL 1 _R?
51C ~ T6CF
. 30, 1 r, 1 R? {
=5 =" 'sm( 2IC 162 ¢) °®
2LC 16L2

Beriicksichtigung von e™*T verlangt von satz der Zeitverschiebung:

I(s)=I'(s)-eT e i(t)=it-T)

. e [ B ) s
> =TT ¢ Sm( 2z 16 ¢~ T -st-T)
3LC ~ 16L7
2.Maglichkeit:
Umschreiben des Nenners von I(s): ) .
1 R R? R? 1 , .

R
— — = 2- — &
SHsordors = 8§ 428 e~ em T oro |

R\’ 1 R? (
= <3+ZZ> * (2LC_ 16L2)

somit: .
I(s)= -e
U s+ &)+ (- )

Schwachgedimpfte Schwingung ~+ sin oder cos!

" wissen: sin(Bt)-s(t) —O s—zf—ﬂ—g

angewendet auf I(s): s> ~ (s+ ﬁ)z



/ R2
T 16L2
—sT

S+ 4L ( 16L2)
ce~it T L gin
1/ 16L2 t——T) s(t—— T)
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Theoretische Elektrotechnik II
8. Aufgabenblatt

Aufgabe 22: Laplace-Transformation

Ein Parallelschwingkreis sei schon seit geraumer Zeit an einer Konstantstromquelle angeschlossen
(vgl. Bild 22.1).

Bild 22.1 Parallelschwingkreis mit zwei Konstantstromquellen

Zur Zeit t = 0 wird auf eine zweite Konstantstromquelle mit gleichem Betrag, aber umgekehrter
Stromrichtung umgeschaltet.

a) Geben Sie u(0), i(0), u(e0), i(e) an.

b) Geben Sie das Laplace-Ersatzschaltbild fiir Zeiten t= 0 an.

¢) Ermitteln Sie die gebrochen-rationale Funktion U(s) = £{u(t)}.
d) Welcher Zusammenhang ergibt sich fur I(s) = 2{i(t)} ?

e) Geben Sie die Spannung u(0+) und den Strom i(0+) , d.h. unmittelbar nach dem Umschalten an.
Welche Beziehung verwenden Sie vorteilhaft?

f) Berechnen Sie i(t) fiir Zeiten t> 0 fiir den Fall schwacher Dampfung. Skizzieren Sie i(t) fiir
alle Zeiten t .

g) Geben Sie den gesamten Energieverbrauch im Widerstand R, fiir den Fall kritischer Dampfung
an.

-

Aufgabe 23: Laplace-Transformation

Gegeben ist eine Briickenschaltung aus den Ohmwiderstidnden R;, R,, der Spule L mit dem Wick-
lungswiderstand R; und dem Kondensator C (s. Bild 23.1).

Die Eingangsspannung yy(t) stammt von einer idealen Spannungsquelle. Zum Zeitpunkt t = 0 flief3t
der Strom I} , durch die Spule L und die Spannung U, liegt am Kondensator C an.

Gesucht ist der zeitliche Verlauf der Ausgangsspannung u,(t) an den Klemmen der Briickendiagona-
len.



o) I i)
R
wo || | r
' L
u,(t)
ue(t) <::::) *—o —»
() l::l R, u~-®| L ¢
Y \|
@

Bild 23.1 Briickenschaltung

a) Zeichnen Sie das Laplace-Ersatzschaltbild der Schaltung mit allen Bauelementen. Beriicksichti-
gen Sie dabei die Anfangswerte.

b) Bestimmen Sie die Laplace-Transformierte U-(s) der Spannung u-(t) in Abhéngigkeit von der
Laplace-Transformierten Uy (s) der Eingangsspannung, den Bauelementgréfen und den Anfangs-
werten. Trennen Sie dabei in Nullzustands- und Nullerregungsantwort.

Ua(s)

c¢) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion H(s) = [TS) .
=0

d) Kann die Briicke fir s = jo, abgeglichen werden, d.h. kann U (s) fiir eine stationire, periodi-
sche Erregung Null werden? Begriinden Sie ihre Uberlegung.
Im folgenden werden fiir die Berechnung normierte Grofien verwendet. Bei geeigneter Wahl der Bau-
teilgroen ergibt sich die Ubertragungsfunktion aus Aufgabenteil c) zu:
H(s) = % - -2—-—2——
s"+2.s+2

¢) Wie lautet die Nullzustandsantwort des Netzwerkes auf einen normierten Spannungssprung
uy(t) = s(t)?

Aufgabe 24: Z-Transformation

Stellen Sie die untenstehenden Folgen im Originalbereich grafisch dar, berechnen Sie jeweils deren
Z-Transformierte und bestimmen Sie auflerdem den jeweiligen Konvergenzbereich. Geben Sie den
Konvergenzbereich als formalen Ausdruck an und veranschaulichen Sie ihn grafisch in der z-Ebene.

1 fi =0
a) Einheitsimpuls: > X, =9, = {0 o t“
sons

i >
b) Sprungfolge: X, =5, = {1 fiir p>0

0 sonst

) Rechtsseitige Exponentialfolge:  x, = s, - a"

d) Beidseitige Exponentialfolge: X, = a'“ | , welche Bedingung muB a hier erfiillen, damit die
Z-Transformierte tiberhaupt existiert?

e) Rechtsseitige Sinusfunktion: X, =8y sin(po,)

f) Rampenfolge: X, = 8, M
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Aufgabe 22:Laplace-Transformation: a)
t = 0 => Annahme: Konstantstromquelle liegt schon unendlich lang

an Schwingkreis an => alle Ausgleichsvorgénge abgeschlossen!
=> Kondensator: Leerlauf; Spule: Kurzschluss
u(0)=0 {0 )= I,
t—> énalogzuoben: u(o) =0 i(0) = =l

b) t>=0, d.h. fiir Spule: es existiert ein Anfangsstrom #( 0 )=1 o» der berticksichtigt werden muss!

1(s)
| 1,
s
. sL
c)
U(s) = L{u(1)}
Iy : 1 1 1
Us) = -2+ 2 2(s) mitZ(s) = Ryl g llsL = — - —
d d —+sC+—= sL+sLCR,+R,
R, sL TR
sLR, SLE,
B 2
I, , sL+s LCR2+‘R2
Uy ==2-c 51 1
§ tS——t —
R,C LC
db I I I
l(s):L{i(t)}—_“___O_g(.S_):__g-f-z. 0, 1
s R S R,C 2 1 1
2 27 4 s—t+ —
R,C LC
2 1 1
I(s) = I . 2
) =lygc 2 1 1 s
s ts——+ =
R,C LC
e) Ausnutzen des Anfangswertsatzes der Laplace-Transformation:
1
+ . . : Iy s
w(0 ) = limu(?) = lim sU(s) = lim |-2.-—- =0
sR,C szL
1
i(07) = fimi(f) = lim si(s) = lim [y == ——3 “1 = -,
t—0 §— s | RyC 1+ 1 + 1
sR,C 2LC



f) Umschreiben des Nenners von/(s):
2 2
S2+S_I_+1 "sz+2s 1 +( ICJ_( IJ L L
R,C IC 2R,C \2R, 2R, " IC
= s+ IJ 1 ok —1—-—( IC)2>Owe en schwacher Dampfu
2R2 LC \2R, 8 prung

i*(‘%)z
LC \2R
I(s) = I 2_. 2 : l _1

R,C 2 N 1 L \2 s
(v )+ o ()| e D
\ 2R, LC \2R, LC \2R, /

1
-t
2R,C
i(2) = Iys(?) 2 in( Ll ; tJ . |
R RC 4R;C”
LC 4gic? )
1 !
2R,C
(1) = Io| -sin( le,— ! 2-tj~ : —l]s(t)
JaR5cL -1 4R5C
i(t) A o 4nR,CL
. _
0 JaRsCL -1
i e
0 T t
_10

“2R,C’

g

o0}

1 2
W = = Iu (t)dt u(t) o—e U(s) hier: kritische Ddmpfung!
2

—00

2 1 1 () 2
+ =
Nenner von U(s): s +8s5—— R, C LC mit LC = 4R, C2
y 1 Iy "2R2C g
Us) = =2 = &—0 ut)=-2-;5te s(?)

C 2
7
2R,C



P —t
2 RC 2
u2(1)=4-C—%-t-e S )
) 1 o0
——t
415 2 2 413
W:——-J‘t e s(dt = —2.
R2 - R2 0
1 * «
47 =o't -
= 2 RyCoe |+ [2ryCe T at
=0
v 0]
1 o) 1
41, e RC
= —LoRyCore |+ [RyCe
=0
8- et
= YR -R,Ce = 8I°R
Csz 0




Aufgabe 23 Laplace-Transformation

b)
u(s) = L{uc(t)}
U 1
w(s) = 2 +Lis)g ()
U 1 I
ueg(s) — —SCE = Ir(s) [RL + s + SL] - ?OSL
o L) = DB - 4 L Ug(s) - Yo + L
T R+ L+sL L(s2LC+sCRp+1)
. Uco Upg(s) — Y22 + [y
*Y. — S
in () Uols) = =+ S TR 11
_ UcosLC + UgoRC + %20 — Yar 4 [4L 4+ Uy(s)
- s2LC+sCR +1

R I, Uy(s)

Ugos —Uco e + & + T
2 Rp 1
S+SL +LC'

I R
L L+ Uco (s + 2%)
QC(S) = —QO(S)' 3 R, 1 2 BEL 1
. 3+SL+E‘&3+SL+—L'C?4
NZ-Antwort NE-Antwort
c)
H(s) = LL;(S)'
Uy(s)

Da Ubertragungsfunktion gesucht, werden die Anfangswerte auf Null ge-
setzt, d.h. NE-Antwort =0.
U (s)+Uc(s) — Qb(S) = 0 (Maschenum!lauf)

Uds) = Usls) - Uc(s) mith(S):”R—zlf—Rl“'Qo(s)

R, 1o
= -t Usls)———LC& U
Bt R Uy(s) NN . Uy(s)

Ry, Toel
R i
RBy+Ri 2+ 5%+ 1m

= H(s) =

»

d) Nein, denn: H (jw) = 0 liefert:

_ B Ic
R+ Ry —wg + jwo + 15
. R R R
& —-ngg + jwo Ry + Z"Cg; = fé— + zé
Re: Ry + Ryw3LC = 0
Im: woRz = 0



Im{z}

;:T:;;: 7 ////‘“"’
ey

Fig. 1.

Im{z}

Rain /////////

Fig. 2.

Aufgabe 24  Z-Transformation
Einheitsimpuls:

&

_ _ 1 fir p=0
Tp =0 = {0 Sonst

X(2) = i T, 2 H = i ooz *=1-27"=1

p=—00 p=-co

X(z) = 1 konvergiertVz

b) Sprungfolge:

0 Sonst
) o0
X(z) = Z Sy z‘“—Zl z7H
p=-—00 p=0
— = —1\ A 2
- ;(z ) 1—2:—1 z—1
z

X(z) =




N EET ///3////,«

Im{z}

— ! 1T II T Lt @/h%\w et

Fig. 4.

Konvergenzbereich: aus Bediengung fiir die Anwendung der geom. Summerfommel
folgt:| 1| < 1 & 2] > 1
c) Rechtsseitige Exponentialfolge:z, = s, - a*

X0 = 3 seder =3 ()

X(:) = g =

Konvergenzbereich: [2| < 14 |z| > |a]
d) Beidseitige Exponentialfolge:z, = alul

0 o0
X(z) = i a2 = Z a"“-z_“—l»Za“-z“"
p=1

I.l:—w p=—00

= a3 (9) - ()
S+ 3 () =)
1 1
- 1~c1,-z+1—§——1
z-(1—a?)

(i~a-z)-(z—a)

e
I



Im und Re sind fiir kein wp vereinbar => hierfiir nicht abgleichbar!

e)
1
w(t) = s) o Uols)=:
11 2 1 382 +s5—1
:>UNZ = H U _ . — = = 2
U7) = H) Lol =5 =0 a5y - s+ 02+1)s
Partialbruchzerlegung:
%sz-f—s—l _ é+ Bs+C
(s+1)2+1)s s (s+1)2+1
1
<=>ESZ+S——1 = A(s?+2s+2)+ Bs*+Cs
Koeffizientenvergleich:
0 1
s -1 = 24 —>A=—§
st: 1 = 24+4C = C=2
1
52 ;5 = A+B —+B=1
11 s+1 1
U = .=
= L) 2 s T GriPFl TGzl
®
|
o]
1
uf(t) = —3 + (cost + sint) - e_t] - s(t)



Aufgabe 23 a)

]
=]
——
[
=

‘w
~
i~
——
N

sL
o
| U,(s)
O p O————
41
-1 sC
R, U (s)
= U (s ()lﬁ’go_
v
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Theoretische Elektrotechnik I1
9. Aufgabenblatt

Aufgabe 25: Untersuchung eines nichtrekursiven, digitalen Filters

Das sogenannte nichtrekursive, digitale Filter (siche Bild 25.1) besteht aus N in Kette geschalteten
Verzogerungsgliedern und einem Addierer.
1 2 3 N-1 N Y(2)

- — _ -1 _
z1 Z1 21—0" Z zl

X(z)

Bild 25.1 Nichtrekursives, digitales Filter

a) Wie lautet die Ubertragungsfunktion H(z) = Y (z)/X(z) des Filters?

b) Geben Sie H(z) als rationale Funktion an, indem Sie die Summenformel fiir die geometrische
Reihe benutzen.

¢) Bestimmen Sie die Differenzengleichung des digitalen Filters nach Bild 25.1.
d) Zeigen Sie, daB auch die Vierpole in Bild 25.2 und in Bild 25.3 die Ubertragungsfunktion H(z)

besitzen.
_(N+1) -1 l
z _ -N +
X(@) ) ‘ ;! 2N L@

X(z) Y(2) |

Bild 25.2 Vierpol 1 Bild 25.3 Vierpol 2

e) Worin liegt der grundsitzliche, strukturelle Unterschied zwischen dem Filter aus Bild 25.1
und den beiden anderen Filtern?

Aufgabe 26: Z-Riicktransformation und Z-Transformations-Theoreme

o T z-(z - coswg) _
a) Gegeben ist die Z-Transformierte von x(n) zu X(z) = 3 mit dem Konver-
z"—2-z-coswyt1

genzbereich von |z| > 1. Bestimmen Sie mittels Partialbruchzerlegung die Folge x(u) im Origi-
nalbereich. Wie nennt man die sich ergebende Folge x(p)?

b) Beweisen Sie das Reihentheorem (vgl. Skript Kap. 15.4.12.1) lim X(z) = Zox( .
z—>1 W

c¢) Beweisen Sie das Anfangswerttheorem (vgl. Skript Kap. 15.4.12.2) lim X(z) = x(0) =x,.
Z—> o



Aufgabe 27: Laplace - Z-Transformation - Bilineare Transformation

Beim Entwurf von digitalen Filtern bestimmt man oftmals zuerst die gewiinschte Filtercharakteristik
im analogen Bereich und transformiert danach in den digitalen Bereich. Man unterscheidet je nach
Anwendungsfall als Ziel eine Ubereinstimmung im Zeit- oder Frequenzbereich.
Bei der sogenannten bilinearen Transformation wird im Gegensatz zur sogenannten impulsinvarian-
ten bzw. sprunginvarianten Transformation eine Ubereinstimmung im Frequenzbereich angestrebt.
Der Vorteil ist die Eigenschaft der eindeutigen Umkehrbarkeit (Bijektivitit) zwischen analogem und
digitalen Bereich, wodurch Aliasing-Effekte vermieden werden. Die Abbildungsvorschrift der bili-
nearen Transformation lautet:

1+s z—1

z = — = s = —
1-s z+1

Durch einfache Substitution in der gegebenen Ubertragungsfunktion erhilt man die entsprechende
Ubertragungsfunktion im korrespondierenden Bereich.

Gegeben sei der in Bild 27.1 dargestellte analoge RC-Tiefpal.

R
u,(t) C—— |[w®

Bild 27.1 Analoger RC-Tiefpall

a) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion H(s) = [_Jy(s) /U, (8).
b) Ermitteln Sie durch Anwenden der bilinearen Transformation die Ubertragungsfunktion H(z)
des entsprechenden digitalen Filters.

Im folgenden gelte RC= 3.

¢) Bestimmen Sie die Differenzengleichung des digitalen Filters und zeichnen die Filterstruktur
unter Verwendung von Addierern, Multiplizierern und Verzogerunsgliedern analog zu Bild 25.2

bzw. Bild 25.3.

(1+2)
d) Zeigen Sie, daB die Impulsantwort-Folge durch h(w) = i LB(W) +3 (%) s(u—1) gege-

ben ist, wobei () der Dirac-Folge und s(pu) der Einheitssprung-Folge entspricht (vgl. Aufgabe
24).

Gegeben Sei nun die Eingangsfolge x(pn) = (1,2, 1) .

¢) Berechnen Sie die ersten 5 Glieder der Antwortfolge y(1) durch Faltung im Originalbereich.

f) Bilden Sie X(z) und berechnen Sie Y(z) .

g) Transformieren Sie nun Y(z) zuriick in den Originalbereich und verifizieren Sie das Ergebnis
aus e).



Theoretische Elektrotechnik II, Musterlosung
Aufgabe 25:a)

Y(z) = X(2)+X(z2) -2+ X(z) 2o+ .. 4 X (@) 2
= X(z)-[1+z"1+z—2+z“3+z—4+ o+
H(z) = % N TR T R e > zF
b)
H(z)

I
N !
=
1l
N
TN
[ s
N’
~
(¢
=]
e
|
(2]
j=n
(¢
g
(¢
Q
=3
a
—
.
wn
g
=
o
=
o
ok »
=
(¢)
A

¥z _1-z "D

X@ !

H(z) =

M-z ) = X@)(1-2 " D)
Y(2)-¥(z) -2\ = X(z)-X(z) -z "
I (unter Anwendung des Verschiebungssatzes)
yW-y(pr-1 = x(u) —x(u—-(n+1))

y(u) = y(p-D+x(u)—x(p—(nt1))
@

‘ hieraus ist Filterstruktur aus Bild 25.2 leicht zu zeichnen
d) Vierpol 1 in Bild 25.2:

Z—(n+1)‘ | Z——l ‘
- A
P e S Nl S
TR
—_—
_ ergibt Zihler ergibt Nenner
F(z) = X(z)-X(z) -z "1 Y(z) = F(2)+ Y(z) -2 "
= X@z)(1 -z "y Y-z = Fo) = 1@ = L
(1-z )
__—nt1) —(n+1
o - KQOET ) - ML “1‘ :
(1-z ) @



Vierpol 2 in Bild 25.3:

+ +
X(z) ;! T = ¥(z)

JG(z)
G(z) = X(2)+ G(z) - 2 Y(z) = G(2)-G(z) -z 2"
G(2)(1-2 ) = X(z) = G(z) = ﬁ% = G)(1-z "y
(1-z )

_ X2, An+D, _ ¥z _1-z*D
Mo = HEa- > e = 78 1

e) Der Filter aus Bild 25.1 ist nichtrekursiv, die beiden anderen aus den Bildern 25.2 und 25.3 sind dagegen

l-z

rekursiv.



I ///4////

_2.10.2311 ///}/\/1

Fig. 5.

Konvergenzbereich : la- 2] <1 A lgl <1
z

1
= |z|<—d— Azl >l

= Ja] <1

e) Rechtsseitige Sinusfkt.:z, = s, - sin{uw)

(o]

X(z) = D susn(u-w) 2"
pH=—00
21 : ‘ ! e [ eFo\ -1
— . S P T L R 3 . —
= ;23, G e Y f;'mlﬁj ;( z) (z-eiwo

1 1 1 1 'z z
T2 |1-¢gn (e T2 \z—e  z—eiw

1 22—z-ew0 224 7. e

27 22— z-elwo —z.e"jwo 4]

z « sin(wp)
X =
X(2) 2% — 2z - cos(wp) + 1
eIwo —jwo
Konvergenzbereich : <1l A <1
z

&z > A 2] > le'j“"’l
=1 =1

= |g>1

f) Rampenfolge: z, = s, -p



Im{z}

////\

p=—00 pu=0
; d —K —p—1
Trick : T =Tk
d
also: p-zH=—z.-—2z7#
dz
= d
X = —z -z
= X(z2) ”Z:; 22
d <« d 1
_ .. % o .
e )
=0
I 0 G
(1—271)2
z
__&(Z) - (z_ 1)2

Konvergenzbereich: lﬂ <l & |z|>1




X(z) ) A

Y(z)

Fig. 1. Aufgabe 27c)

Aufgabe 27  Bilineare-Trafo

U, (s) R+L skRC+1

b) bilineare Transformation:

Substituriere s = =L in H(s), folglich:

z+1
1 z+1
= H —_t = =
z+1
H
@) = AR FA=EO)
¢) Differenzengleichung: RC=3

& Y(z)-42-Y(2) 2 = X(z2)-z+ X(2) lzl;_
& YE-(@ - = X@ K@) O

il

>y gu(a-1)

Umschreiben:

() = (s — 1) + 32() + Jo(s = 1)



h(u)
H(z)

=> Zerlege in 2 Teile:

¢
~—

= h(u)

h{u)

Z7H{H(2)}

z+1 z 1
= +

4.2-2 4.z2-2 4-z-2

1 1 1 z7!

L) e (B s

1\ &+2) 1\ &+
(5) w+(3) e
1
1
3 (. 1.1
8 (*z*"g)
3 (.1 1
16 (—§+Ia>
3 (.1 1
ED) (—1“6““35)

N

»

Dp=0 2Jp=1

2

A -
1.Teile fiir,z=0 2.Tei1e‘f1'fir,ll> 1

15() +3- (;) s

%5(#) + (E)Wn : g - s{p - 1)}

z(p) = (1,2,1)



Aufgabe 26
a)
X(z)

z(p)

z-(z—coswp)
22— 2zcoswy + 1’
2

|z} > 1

Da grad (Zahler) = grad (Nenner) = 2 = Abspaltung einer 1:

=0

e

—

2

~

—2zcoswy + 1 — (22 — 2zcoswp + 1) +2% — zcoswy

22 —2zcoswp + 1

—zcoswg — 22 + 2zcoswp — 1

z2 — 2zcoswg + 1

zcoswg — 1

X(z) = z
_ o142
X(z) = 1+

~

22 —2zcoswg + 1

D(z)
Pole von D(z):
22 —2zcoswg+1 = 0
=3 Zol2 = coswgEvVeosPwy —1=coswp*jv1—coswp
= coswp + jsinwgy = 7«0
zcoswp — 1 A B
D == = - -
= (2) 22 —2zcoswg+1 z-—elwo = z—eIwo

_ z(A+ B) — (Ae~7“° + Belv0)

n 22 —2zcoswp + 1
Koeffizientenvergleich:
2t A+ B COS Wy
P Ae™ w0 4 Befo = 1

durch Rechnung oder durch genaues Hinsehen erkennt man:
1. 1 .
A= B = —e 7%
5 und 26
eiwo e—Jwo
= D(z) = - .
z — eJwo z ~— e~ Jwo
— L] o 27! —jwo z!
> X = 1“‘"5{3] T ey Iy
dazu: T 1 eo (u)
1 (o o]
e T Lt 2ot

mit dem Verschiebungssatz gilt:

-1

F4

e @
1 — efwoz—1

Z~1

1 — e Jwoz—1

—0 (ejwo)u—l vs(u—1)

*o (e‘j“"’)“—l s{p—1)



= z(p) = 6(p)+ % {ej‘”" (ej“"’)#_l + g™ Jwo (e‘j“"’)“—l} <s(p—1)

= §(u)+ —21— {67"""" + e_j“"”‘} -s(p—1)
= &(p) + cos(wop) - s(p — 1)

Il

mit () u=0

1 = cos(wop)|u=0 ergibt sich:

z(u) = cos{wop) - s(u) rechtsseitige Cosinusfunktion

b) Beweis des Reihentheorems

zu zeigen ll_)II%X(Z) = Zz(,u)

limX(z) = lim ) z(u)z*

z—1

lim X (2) = Zx(u) q.e.d.

z—1

c) Beweis des Anfangswerttheorems:

zu zeigen z]g)go X(z) = =z(0)

Z—»00

co oQ

lim X(2) = lim Y z(u)e =3 () lim z7*

Y= =0

= 2(0) lim

im X(z) = =z(0)

Z=—»00

1\° 1\!
(—) +2(1)- lim (—) +2(2) - lim
z—co \ 2 z—00 \ 2 z—$00

g.e.d.

(

1

z

)

+ e
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Theoretische Elektrotechnik I1
10. Aufgabenblatt

Aufgabe 28: 2-dimensionale Fouriertransformation

Die 2D-Fourier-Transformierte des gegebenen Signals s(x, y) werde mit S(fy, f;) bezeichnet, wobei f, und

£, die sogenannten Ortsfrequenzen der Spektralfunktion sind.

a) Zunichst sei s(x,y) = s(x) = 0(x) gegeben. Zeigen Sie mit Hilfe der eindimensionalen Fourier-Korre-
spondenzen und des Separierungsansatzes, dal S(f,, fy) = S(fy) = 8(fy) ist.

b) Beweisen Sie den Differentiationssatz der 1-dimensionalen Fouriertransformation und bestimmen Sie

unter dessen Zuhilfenahme die Fouriertransformierten §,(f,, fy) und S,(f,, fy) der beiden folgenden

Signale als Funktion von S(f,, fy) .
2 2

5,(x, ) =5@-2-s(x, O
X

Aufgabe 29: 2D-Gauflfunktion

Gegeben sei die 2D-GauB3funktion zu s(x, y) = exp[-7 - (x2 + y2)/ 02] .

a) Stellen Sie diese zuerst moglichst anschaulich in einer 3D-Skizze dar und zeichnen dann in ein zweites
Bild das Schnittbild fur x = 0. '
Hinweis: Hier geltec = 2 - 7.

b) Leiten Sie danach die Fouriertransformierte S(f,, fy) her. Was fillt Thnen an dem Fourierpaar auf?

Aufgabe 30: Fourier-Methoden in der Beugungstheorie - Fraunhofersche Beugung
Ein aus dem Bereich der Optik bekanntes Phdnomen ist die Beugung von Licht an einem Hindernis. Dabei
wird meistens ein monochromatisches Wellenfeld (Licht einer festen Wellenldnge A, bzw. einer Frequenz

fy) von einem Objekt, dessen Abmessungen im Bereich der Wellenlinge des Lichtes liegt, gestort. Auf dem
in einiger Entfernung stehenden Schirm beobachtet man dann keine klare Licht-Schatten-Grenze mehr, son-
dern ein Beugungsmuster, dessen Intensitét ortlich schwankt (siehe Bild 30.1).

Bildraum Schirm S=
Intensitits-

‘ verteilung
SRSt des Beugungs-
* ' R musters

beugendes

Objekt

Heillig-
—(l)——» z 7 = Rke;t
Bild 30.1 Fraunhofer-Beugung quugungs-
igur

Unter der Annahme, die Abmessungen des beugenden Objekts seien sehr viel kleiner als der Abstand zum
Schirm, kann in diesem Fall mit guter Naherung die Fraunhofer-Beugung angenommen werden (siehe Bild
30.1). Unter bestimmten Voraussetzungen, die hier gegeben sein sollen, bestimmt sich die Amplitudenvertei-
lung des gebeugten Lichtes auf dem Schirm S bei z = R durch folgende Rechenvorschrift:

oo oo

Up(u, V)= [ [A(xy) e

—00 —00

—-J-k-(u-x+v 'y)/Rdxdy (Gl 301)

Hier ist Up(u, v) die Amplitudenverteilung des gebeugten Lichtes und A(x,y) die Amplitudenverteilung
in der Blendenebene des beugenden Objekts (siche dazu auch Bild 30.2). Ferner sei R der Abstand des Schir-

-1-



mes vom beugenden Objekt und k der Betrag des sogenannten Wellenvektors, der als Funktion der Wel-
lenlénge ausgedriickt werden kann: k = 21/A.

Die Vorschrift nach Gl. 30.1 erinnert formal sehr stark an die der 2-dimensionalen Fouriertransformation.
Die Amplitudenverteilung auf dem Schirm S entspricht demnach dem Raumfrequenzspektrum der Blen-
den6ffnungsfunktion.

Bildraum

Uy

S/
’ f'{&

Bild 30.2 Fraunhofer Beugung am Spalt der Breite a und Héhe b

E \\‘.k%é .

a) Welche Substitutionen miissen gemacht werden, um direkt die Beziechung Up(X, Y)= F{A(x,y)}
angeben zu konnen, ausgehend von der Abbildungsvorschrift der 2D-Fourier-Hin-Transformation im
Skript?

Zunichst sei das beugende Objekt durch eine Spaltblende der Breite a und der Héhe b gemal3 Bild 30.2 ge-

geben. Unter der Annahme, daf§ die Spaltéffnung selbst keine weitere Gewichtung der Amplitude vor-

nimmt, ergibt sich die Spaltdffnungsfunktion demnach zu:

As(x )= {AO, fir (|x] £a/2) A(ly| £b/2)

0, sonst

b) Geben Sie einen geschlossenen Ausdruck fiir AS( X, y) an und bestimmen Sie die Amplitudenvertei-
lung Up(uy, v) auf dem Schirm.

¢) Durch das Bilden des Betragsquadrats der Amphtudenveltellung erhilt man den Verlauf der Intensitat
des gebeugten Lichtes I(u, v) = |UP(u, V)| . Bestimmen Sie zunichst alle Stellen der lokalen Extrema
dieser Funktion in Abhéngigkeit von A, R, a und b. Skizzieren Sie anschlieBend qualitativ die entste-
hende Beugungsfigur auf dem Schirm (in der u-v-Ebene). Zeichnen Sie den Verlauf der normierten
Intensitétsverteilung I"(u, v) /1, (mit I, = max(I(u, v))) auf der u-Achse (d.h. v = 0 ) in ein weite-
res Bild.

Nun werde die Spaltblende durch ejne Kreisblende mit dem Radius a ersetzt. Die Amplitudenverteilung in

. o K Ay, fiir X’ +y*<a’
der Kreisblendenebene ergibt sich dann zu: A " (x,y)=

0, sonst

d) Welche Symmetrie weilit die Kreisblendendffnungsfunktion und somit auch deren Fouriertransfor-
mierte auf? Welches Koordmatensystem wihlt man demnach geschickterweise? Geben Sie einen
geschlossenen Ausdruck fiir A* (x,y) an (Hinweis: 51ehe Skript).

¢) Bestimmen Sie die Amplitudenverteilungsfunktion I_JP (p, 0) im Bildraum und skizzieren Sie das auf
dem Schirm sichtbare Beugungsbild qualitativ.

f) Wie wiirde sich das Beugungsbild dndern, wenn die Kreisblende zu einer elliptischen Blende defor-
miert werden wiirde, so daB sie in x-Richtung um den Faktor 2 gestreckt, aber in y-Richtung um den
Faktor 2 komprimiert werden wiirde? Skizzieren Sie die dann entstehende Beugungsfigur.

2.



Theoretische Elektrotechnik II, Musterlosung
Aufgabe 28:2D-Fouriertransformation: a)

s(x,y) o——e S/, /) x,y: Ortskoordinaten
3(x) o—eo 6([}) Soo fy! Ortsfrequenzen
© o
SUof) = Flsy)) = [ [seye”™ " acay
Py

= I I S(x)e_jzn(fxx+];’y)dxdy

—00 00
o0 0

= I J‘ 6(x)e_j2nfx0dxe_j2nfyydy

° o

[o.0]
I

dy hier nur noch eindimensional

—00
U fy) = 8(f)
o(x) O—e 6(fy) q.e.d.
b) Differentiationssatz der eindimensionalen Fouriertransformation:

sei F{x(1)} = X(o) = X(2nfj), dann gilt:

L x(1) o——e (j0)"'X(®) = Qufi)"X2rfj)in € N
dt

Beweis: Trick: gehe von Riicktransformation aus!

® () = F ' {X(jo)} = F {(XC2nf)}

o0 o0
x(t) = 5= [XGo)d®'do = [xnd*™df
21

—00 —®
man differenziere beide Seiten n-mal:

d a1 ‘ot
L x(t) = = | X(0)d " do
dr’ ast | 2m £

0

N

d 1 y d jot
2 x¢t) = — | X(j0)-d do
dt’ 2n O{ dr"

Loty = £ [Goraie)d s =Lx(t) o—e (oyxyo)

dt dt



Damit ist:

2
0 o( o
§0pfy) = Fisi(xy)} = F{a—xi‘s(xd’)} = F{a(—a;s(%y))}

- (217, -F{a%s(x, y)} ~ (21 - G27) - 5 £)

$,(nf,) = ~4n' - SFpf)

2
Sy, = Fls,(5)} = F{ e y)} - F{%(%s(x, y))}
- G2/ F{g}s(x, y)} - (27 - (27) - $(F ;)

Sty = 4L, S, SUuS)



f) y(u)

siehe Aufgabenteil d): ;= &—O
2

N~
~—~
E

|
t\')l)——-\oo‘w

1

o = (;

X(z) =
X(z) =

il

e
Il

.—l
.M,__‘Jn(oacﬂw

7

8

M:

h(k) - z(p — k)

(=1

|
w@
| e
[FV]

19 27 3
16 32 64

Z{z(p)} = 2{(1,2,1)}
1+2-27141.272

Y(z) = H(2) - X(2)
z+1

4z — 2

-(1+2-z‘1+1-z"2)

24 14+2+227 + 274272

4z — 2

34+ z+32—1+2"2

4z — 2

14327143272 4 273

Y(2) =

f) O—e Y(2)
Aufspalten: Y(2) = 1- - {1+32z7' +3272+27°}

hiermit folgt:

y(u)

1 I
X

1 A2

1 1t
(u)+3- 3

-s(u)+3§";(

7 ¢

1 1
-s(p—1)+3-§ -s(u—2)+§

s(p—1)

2

4 —2z71

3 s(p)

p—2

+s(u——2))+%

pn—-1

r—3

-s(p—3)

‘3(#—3)}



Vereinfachung:

12 1
p=0: 90 = 5 =4
1 31 7
-1 1) = 4. 2=-—
7 y(1) 373373
1 1 3 19
=2: y2) = =435 .-==—
H ¥(2) 673132716
1#+2 14 /1 el
> 3: = = S o | 5
p23: ylw) = 5 +3-5 <2+>+2
1 u+2 1H+2 1#+2
= 1-— 1— ~
5 185 +8;
14+2
= 27.=
2
() = 2o(u)+ 15— 1) + Dou-2) 42727 o(u—3)
y(p) = 38(u) + 36(u TG 2 a
damit:
1
y(0) = 1
7
1) = =
y(1) p
19
2) = —
y(2) 16
27
3) = —
y(3) 3
27



Aufgabe 29:2D-GauBfunktion: a)
G HY)m Py
2

2

s(x,y) = e ° mitc = J2n => s(x,y)=e

3D-Skizze: s(x,y)

0.8
/ ' \
0.6
] \\
, {f 0.4 ] \.\
/ ] Y
/ f \

/ 0.21 N\

ff 1 \‘\.
_'——__'_//” ] \_H‘"‘-—q...
= 3 B T S I 3



Aufgabe 29: 2D-Gauf3funktion

b)

Gegeben:

Gesucht:

S(fz, fy)
+oo
s
/fi,
/+oo
+00
-

i

exp [—wazfj] . /

Aus Wahrscheinlichkeitstheorie bekannt: Gauf3sche Glockenkurve

/L.

exp (—%xQ — j27rfm:1;) dz - /

—Q0

exp

exp

exp

exp [—7r02 ff] - €Xp

-

™

o2

[

™

o2

s(z,y) T
F{s(z,y)} = S(fz:fy)

P——;_T% (:1:2 +j2(72f$:1:)] dr - /_

22 + 2zj0’ fr + (jol

-+o00

oxp (- 250 +47)) - exp (~2n(fu + Fy) ddy

s .
exp (—;3112 - J27rfyy> dy

+00 T o
—— 207 d
exp[ =3 (y + 720 fyy)] Y

o0

fo)? —(j0’ f2)* | | d-

2. Bin.vFormel

2+ 2o, + (jo?

fy)%_(ja'zfy)z dy

2. Bin.vFormel

exp [—7m2f5] - €Xp (y + (jo £y

exp [-7r02f§] . /

dr -

dy

+o0 r . 9 2 -
ep (a4 Got1) - (-55) | o
+c0 [ 2 T )

7 2 . —_——
P _(y+ (jo fy)) ( 02>_ dy

GauBische Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung (1-dimensional):

pz(z)

[ pataras

Anpassen des Ausdrucks:

Erstes Integral:

—p

o2

/

o]

1 i
_ —_— 247’2
V2no’
400
= 1&1= : /
2no’ J-oo
+oo  _ (z=m?
e 2% dr = V210

_(z=p)?

e 22 dx



Zweites Integral:

Eingesetzt ergibt sich somit:

S(fer fy) = exp [—W2f§] -V2m \/g;-exp [—w02f§] pvors

S(fer fy) = 02-exp[—7r-02(f;3+fy2)]

_9_
V2T

Die Fouriertransformierte eines 2D-Gauflimpulses weist ebenfalls Gaufl-
charakter auf.

GAuss BLEIBT GAUSs!

(War zu erwarten, wenn man 1D-Gauf-Funktion betrachtet)



Aufgabe 30  Fraunhofersche Beugung
Gegebene Abbildungsvorschrift, die die Amplituden verteilung auf dem Schirm in
Abhingigkeit von der Blendentffnungsfunktion wiedergibt.

N o
—ood —oo

4L o 2T
mltk—/\o

S(fe, fy) = / / S(z,y) - eI e s+fv ) gy

a) Betrachte Phasenterme:

—jk-u-z/R=—j2rnf, -z & fzzk% =

. . k-v v
_]k'v'y/R:_Jz'/Tfy'y Aad fy:F:

=

A’(z,y) = Ao- rect(g) . Tect(%)
Uy(u,v) = F{Az,y)}
= / / Ap - rect(g) . rect(%) . eI ety dudy

2
e

1)
= 2-A0-/ cos(k-u-x/R)da:-Z-/ cos(k -v - y/R)dy
0 0

—ku _ kv
fz—'21rR ’fy— 27R

b

eI kuz/Ry, / T kiR,
Y

(113

(N1

]
2

_ 4_A0.sin(k-u-:v/R)%-sin(k-v-y/R)
k-u/R 0 k-v/R 0
4. A .sin(k-u-a/(2R))-g_sz'n(k-v'b/(QR))_é
"""k w/R-a/2 2 k-u/R-b/2 2

Us(u,v) = Ao-a-b-sinc(k-u-a/(2R)) - sinc(k - v-b/(2R))

wobei a - b der Fliche der Blendendffnung entspricht!

Bemerkung:
Mit Separierungsansatz hitte man auch unter Verwndung des bekannten 1D-Fourier-

Transformationspaares rect (%) (O—e T -sinc(n- f-T)

die Losung erhalten:
. . k-u-a
fomku = 0" SINC SR

rect (E) O——e b-sine(r- fy - b)]fyz 4o = Q- SINC (k 21;% b)

b 27R

s B . k-u-a : k-v-b
= U(y,v)=40-0a-b sznc( 5 )-smc( 5B )

>

rect (2) O——o a-sinc(n- fy-a)

L

£




IFlu,v) = ]_U_';(u,v)|2=Aga2b2sinc2(I;% -sz’ncz(-zl}:

Nullstellen von I°*(u, v):

kua
Is - i 1 P—— =
(u,v) = 0 fiir sine( 5B )
kvb
d 1 —_— =
oder sine( SR 0

Nullstellen der sinc-Funktion stimmen bis auf die Nullstellen beim Argu-
ment gleich Null mit denen der Sinus-Funktion iiberein!

kua TUa

= sznc(—z—ﬁ) = smc(AO—R) =0
. U
fiir NE - WM € z\ {0}
A
5w o= 2 ez\(0)
N sinc(%) — sinc(:—:]%) —0
. wvb )
fiir E = Ny} ny, € Z \ {0}
= oy = "”’I\)"R; n, € Z \ {0}

LOKALE EXTREMA VON I®(u,v):

i) da I*(u,v) > O0V(u,v) gilt, sind die lokalen Minima durch die oben
bestimmten Nullstellen gegeben.

ii) die Maxima liegen genau zwischen den einzelnen Minima, denn durch
das Quadrieren der sinc-Funktion werden auch die Minima der ein-
fachen sinc-Funktion zu lokalen Maxima, der sinc2-Funktion.

Die Extrema der sinc-Funktion sind bis auf die Funktionswerte bei 0, —%
und J identisch mit denen der Sinus-Funktion.

kua ua
Mo R(2 1
& Umag —‘L—(zfa“—t—); ny € Z \ {~1;0}
kvb b 0w
MRE(2n, +1
< Ymaz v T ( % ); n, € Z \ {—1;0}

Das Hauptmaximum liegt analog zum einfachen sinc beim Argument Null.

= Iy

maz{I’(u,v)} = 1(0,0) Z(Agab)'/



(2n, +1)

_ a _T — -

= nu}-?()—R = -2-(2nu+ 1) = U — ;\'OR >3
2n_+1)

_ _ T _ N ( Y

= nvm = E(va+ 1) = Voax = }.OR-—-—z-b——

; n, e Z\{-1,0}

; N, € Z2\{-1,0}

Das Hauptmaximum liegt analog zum einfachen sinc bei Argument 0

,,Nullstel-
len“ von

sinc?(kvb/

(2R))

Isgu,v)

Is(u)
Iy

Iy = max{I'(u,v)} = I(0,0) = 4gab

die duBleren Bereiche

nehmen schnell an
Intensitét ab (vgl.
~ sinc? -Abfall!)
,,Nullstellen* von
sinc®(kna/(2R))
@
= sincz(ku-z%-e) -sincz(kvzi mit v=0
sincz(ku-ﬂ-) = sincz(gu——a—)
2R Q\,OR
. r IS ua
-4 -3 2 3 45 p
. XOR



Intensititsverteilung bei der Kreisblende:

Intensititsverteilung bei der elliptischen Blende (qualitativ):




N

1 fir 2?49y <a?

Ak(x,y) = AO'{ 0 sonst B

i) Benutze cire-Funktion aus der Vorlessung!

1 fir r<1
0 sonst

cir€(r) = Ap- {

(TN 1 fir r<a 712=1z%+4y?
ic”e(a) B AO.{ 0 sonst
/72 + 2
=>A'°<x,y)=Ao-C”€( ma+y>

ii) Die Kreisblendensffnungsfunktion ist rotationssymmetrisch zum Ursprung(z = 0,y =
0)aufgebaut. Deshalb weist auch das aplitudenspektrum QZ(p, 6) diese Rotationssym-

metrie auf. (siehe Skript!)
iii) Deshalb ist es geschickt zu Zylinderkoordinaten bzw Polarkoordinaten im 2D-

Raum iiberzugehen.

AR (z,y) = A¥(r, ) = AR(r) = Ay - cire (-2)

Us(p,0) = F {4"(r, 6)}

mit 7 = /22 + 9% x =71 -cos¢; y =1 - sing
und p = /f2+ f% B = p-cost; Y = p- sinf

bzw. mit den gemachten Substitutionen aus a)

_ u? N v2 Vu? 4ol f _p-cost _ p-sind
P=\VRR: " XR2~ XR "= XR "7 X'R

oo p2w e . .
- y_p(P; 9) _ / Ak(r, d’) .e—mﬂ(cosﬁ-cos¢+sm0-szn¢)d¢rdr

o Jo

a p27
= ]/ / Ap - g~k pcos(¢=0)/ Rdgrdr
o Jo
1
//da cosa - cosf = 3 (cos(a — B) + cos(a + B))

+ sina - sinf8 = % - (cos(a — B) — cos(a + B))
= cos(a~f)






Siehe Skript:Verwendung von Bessel-Funktion!

Es gibt:
1 2w )
Jo(§) = oy / e Ieeos(0=9)qp  //Besselfkt. 1.Art ,Ordung 0
0
a 27 )
= Ukp) = 4- / r / eIk Tpeosd=0)Rgg dr
<2rJo(k-pr/R)
= A0-27r-/ Jo(k-p-r/R)-rdr
0
s - - . R
Substitution: fF=k-p-r/R — F=k p-dr/R; r:T-p—T

F(r=0)=0 7(r=a)=k-p-a/R

kpafR
> U = wma [ AT

27TA0 . R2 /k.p.a/R 5 o
= - Jo(F) - 7d7
(p-k)? 0 ol7)

Es gibt(siehe Skript): [ € - Jo(€)dé = z - Jy(z)
hiermit gilt:

_ 2mAy- R? k-p-a
U,(p) = W'k p-a/R-Ji( 7 )

Ji(k-a-p/R)
k-p

= Uf(p) = Ay-2maR-

f) Defomation der Kreisblende zur elliptischen Blende = Beugungsfigur zeigt ellipti-

schen Charakter! zur Orientierung: AHNLICHKEITSTHEOREM!

F{flan, b)) = T FE2 2

mit  F(fs, f,] = F{f(z,v)}

hier: -
e x-Richtung:Streckung um 2 = Komprimierung um 2 in u-Richtung
e y-Richtung:Komprimierung um 2 = Streckung um 2 in v-Richtung
e keine Anderung bzgl. Vorfaktoren, da | x| hier: ;“i/z— =1 ist!

Intensitétsverteilung der elliptischen Blende (qualitative)




5. Aufgabe: 2D-Fouriertransformation (16 Punkte + 6 Zusatzpunkte)

Gegeben sei die 2D-GauBfunktion zu g(x,y) = exp[-7 - (x2 + y2)/ 02] . Zur Diskretisierung
dieser 2D-GauBfunktion wird g(x, y) mit der periodischen 2D-Kammfunktion

a(x,y) = comb(%)comb(%)’

oca

die in Bild 5.1 prisentiert ist, multipliziert, wobei comb(%) =X- 2 d(x - nX).

n=-oo

oAt

-

5.1 Leiten Sie die 2D-Fouriertransformierte der stetigen Gaussfunktion, also

Bild 5.1: Periodische 2D-Kammfunktion.

G(f,, fy) = 3{g(x,y)} her. Was fillt Ihnen an dem Fourierpaar auf? (4 Punkte)
5.2 Bestimmen Sie die 2D-Fouriertransformierte A(f,, fy) der ,idealen 2D-Abtastfunk-
tion* a(x, y). Hinweis: 8(x) - 8(y) = 8(x,y) (2 Punkte)
5.3 Berechnen Sie das 2D-Fourier-Spetrum G (f,, fy) = 3{g.(x,¥)} (2 Punkte)

Um das Signal g(x, y) unverfilscht zuriick zu gewinnen, wird das Signal g (x, y) nun mit ei-
nem linearen, rdumlich invarianten System gefiltert (Siehe Bild 5.2). Dieses Filter besitzt fol-
gende Systemiibertragungsfunktion

£ f
— vy
H(f,, fy) rect(zB )rect(ZB )

X

Bitte wenden!



g(x’y) Abtastung gs(X,Y) Filter g (X7Y)
A £,) H(f, £,)

Bild 5.2: Ubertragungssystem.
5.4 Bestimmen Sie die zweidimensionale Fourier-Riicktransformierte

h(x,y) = S7{H(E, f,)}- (3 Punkte)

5.5 Wie groB miissen die Abtastfrequenzen 1/X und 1/Y mindestens gewilt werden,

damit das Signal g(x,y) unverfélscht zuriickgewonnen werden kann? Begriinden Sie
Thre Entscheidung durch einer Skizze. (2 Punkte)

5.6 Wic sieht dann das nach dem Filter zuriickgewonnene Signal g'(x,y) aus?
(3 Punkte)

Zusatzaufgaben:

5.Z.1 Berechnen Sie die ideale abgetastete Gaussfunktion, also das Abtastprodukt
g.(x,y) = a(x,y) - g(x,y). (2 Punkte)

. f, f
5.Z.2 Beweisen Sie das Ahnlichkeitstheorem 3{f(ax,by)} = l-al_bl -E(ZX, -g) und das Ver-

~j2m- (f,a+£,b)

schiebungstheorem 3{f(x -a,y -b)} = E(f,, f,) - e (4 Punkte)

-10-
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